Helmut Konig

Welchen Beitrag konnen Grundschulen zur Forderung
mathematisch begabter Schiiler leisten?

Unser 1991 gegriindetes "Bezirkskomitee Chemnitz zur Forderung mathematisch - naturwissenschaftlich
begabter und interessierter Schiiler" hat sich zundchst mit der Begabtenforderung an Gymnasien befasst,
obwohl uns klar war, dass eine effektive Begabtenforderung an den Grundschulen beginnen muss. Diese
Aufgabe bildet seit 1997 einen Schwerpunkt unserer Arbeit.

Vor allem ging es darum, ein erprobtes Konzept der Begabtenforderung fiir die Klassenstufen 5 bis 10 auf die
Klassenstufen 3 und 4 zu ibertragen und anzupassen. Es wurden auch fiir diese Klassenstufen
Aufgabensammlungen und Anleitungen fiir AG-Leiter entwickelt (siche "Unser Literaturangebot" unter
www.bezirkskomitee.de ).

1. Unsere Auffassung zu "mathematische Begabung" und
"Begabtenforderung"

Unter "mathematischer" Begabung verstehen wir eine Begabung fiir formales und strukturelles Denken, die
keineswegs nur fiir die Mathematik sondern auch fiir die theoretische Physik und die Informatik unentbehrlich
ist und die fir die Naturwissenschaften, die Technik- und Wirtschaftswissenschaften und auch fiir viele
Geisteswissenschaften duflerst niitzlich ist. Die Forderung mathematisch Begabter hat keineswegs nur kiinftige
Mathematiker im Auge sondern soll fiir das Studium aller genannten Wissenschaften niitzlich sein.

Vererbt werden lediglich Begabungspotenzen, die sich nur dann zu einer Begabung entwickeln koénnen, wenn
zwei Voraussetzungen erfiillt sind: Die Begabungspotenz muss (mdoglichst frithzeitig) entdeckt werden, und
dann muss sich eine zeitaufwédndige und intensive Beschiftigung mit dem Begabungsgegenstand (hier der
Mathematik) anschlieBen, die man (wie im Sport) "7Training” nennen kann. Vermutlich werden zur Zeit
weniger als 50% der vorhandenen mathematischen Begabungspotenzen entdeckt und entwickelt.

Wenn eine Begabungspotenz ausgeschopft ist, dann fiihrt (wie auch im Sport und im musischen Bereich) noch
so vieles Training zu keiner weiteren Leistungssteigerung. Weder die Hohe einer Begabungspotenz noch der
Grad ihrer Ausschopfung sind messbar; was wir messen konnen, sind stets nur Leistungen. Nach unserer
Erfahrung beruhen Hochstleistungen zu weniger als 50% auf ererbten Begabungspotenzen und zu mehr als
50% auf Trainingsfleil3.

Natiirlich sollte die Férderung mathematisch begabter / interessierter Schiiler primér ein Problem der Schule

selbst sein. Dennoch werden m.E. hinsichtlich einer solchen Forderung bisweilen folgende falsche

Auffassungen vertreten:

- Ein guter Unterricht reicht aus, um mathematisch begabte Schiiler Ainreichend zu fordern; Aktivititen im
auBerunterrichtlichen Bereich sind entbehrlich.

- Breitenforderung ist keine notwendige Voraussetzung fiir Spitzenforderung.

- Erfolge bei Wettbewerben sind der alleinige MaBstab fiir die Giite der Begabtenforderung.

Solchen Auffassungen sollte man offensiv entgegentreten.

Allerdings muss man zugestehen, dass auBlerunterrichtliche Aktivititen (wie zum Beispiel
Arbeitsgemeinschaften oder Korrespondenzzirkel) keineswegs zwangslaufig Begabtenforderung als Ziel
verfolgen miissen. Eine mathematische Arbeitsgemeinschaft kann natiirlich auch das Ziel verfolgen, iiber den
Unterricht hinausgehendes Wissen und Konnen zu vermitteln, "Teamwork" zu schulen oder nur ein
interessantes Freizeitangebot zu sein. In diesem Beitrag wollen wir uns jedoch darauf beschrianken zu zeigen,
wie man vorgehen kann, wenn es um Begabtenforderung geht.
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2. Zu den Zielstellungen

Wie bereits erwdhnt, ist das moglichst frithzeitige Entdecken von vorhandenen Begabungspotenzen eine
notwendige Voraussetzung fiir die Begabtenforderung. Natiirlich ist dies auch im Unterricht mdglich und sollte
bereits in der Grundschule erfolgen. Wesentlich effektiver ist es jedoch, zu diesem Zweck Knobelstunden oder
Wettbewerbe einzusetzen.

Im Regierungsbezirk Chemnitz bieten wir jedes Jahr allen Grundschulen Aufgaben fiir eine "Knobelstunde" an,
die am Ende der 2. Klasse oder zu Beginn der 3. Klasse stattfinden sollte.

Knobeln kann viel Spall machen!

1) a) 53435=1 b) 374 01=82 0)
-62=17
d) 81-7+18=10] e) 23+1+39=99 f) 78 -
[1-23=37.

2) Bei einer Rechenpyramide steht die Summe zweier benachbarter Zahlen stets unmittelbar iiber diesen beiden
Zahlen.

Uberzeuge dich, dass dies bei dem links angegebenen Beispiel der Fall ist.

Fiille die leeren Felder der restlichen drei Rechenpyramiden.

Beispiel a) b) )
EE| [ 1] [77 [46
4944 | | | | 34 | [o8] |
(242129 | [ Jo4 | Jro] | | [r2] [ |
g sfig adefre] | [ ] [7] J[8] | | [2]
3) a) 1 3 5 7 9
Trage die fehlenden 11 13 19 21
Zahlen ein. b) 2 4 7 11 16 22
29 56 67
c) 1 6 4 9 7
12 10 18 16
d) 72 73 63 65 55 58 48 47 3

4) Bilde aus den Buchstaben A, E,F, G, N, R, U mdglichst viele Worter aus mindestens 3 Buchstaben,
wobei jeder Buchstabe nur einmal vorkommen darf.
Beispicle: AUF, FRAU, ANRUF, GRAUEN.

5) Lena hat zwei Schwestern und drei Briider.
Ihr Bruder Uwe hat _ Schwesternund __ Briider.
6) Wie viele Vierecke ~ Beispiel ' Man kann (3+1+1=)5 Vierecke erkennen.

kannst du erkennen?

—]
] |

a) b) c) d) e)
| |
|

~ Vierecke ~ Vierecke ~ Vierecke ~ Vierecke ~ Vierecke

Die Schulen erhalten aufler dem kopierfahigen Arbeitsblatt mit den Aufgaben der Knobelstunde noch

Hinweise zum Durchfiihren der Knobelstunde
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Ziel:

Angebot an alle Grundschulen:

Vorschlag zur Gestaltung einer "Knobelstunde", die in den ersten Wochen des Schuljahrs mit allen Schiilern
der Klassen 3 durchgefiihrt werden kann und die auch leistungsschwachen Schiilern Spal machen soll.

Die ausgewdhlten Aufgaben erméglichen eine Auswertung in Hinblick auf das Fordern leistungsstarker Schiiler
ab Klasse 3 in jedem der 12 Kreise des Regierungsbezirks Chemnitz.

Kriterien zur Auswahl der Aufgaben

1. Fiir leistungsschwache Schiiler werden so viele verschiedenartige leichte Aufgaben zum Knobeln
angeboten, dass sich jeder Schiiler Aufgaben aussuchen kann, an deren Losung er mit Erfolg 30 Minuten
lang knobeln kann.

2. Begabte Schiiler lassen sich mit Hilfe der Aufgaben 2c), 3d) und 6d,e) sowie durch die Geschwindigkeit
beim Losen der restlichen Aufgaben entdecken.

3. Es gibt vermutlich nur sehr wenige Schiiler, die alle Aufgaben vollstindig 16sen werden.

Vorschlag zur organisatorischen Gestaltung

1. Jede Schule (die das Angebot annimmt) legt einen Tag zu Beginn des Schuljahrs fest, an dem alle Klassen
3 die "Knobelstunde" durchfiihren.

2. Der Lehrer teilt die Arbeitsbldtter und Konzeptpapier aus und liest die Aufgaben vor. Es folgen 25
Minuten selbstindiges Arbeiten der Schiiler, dann 15 Minuten Diskussion iiber die Losungen.

3. Jeder Schiiler schreibt auf das Arbeitsblatt seinen Namen, die Blitter werden eingesammelt und vom
Lehrer durchgesehen (um die besten Leistungen zu erkennen) und dann zuriickgegeben.

4. Die Schiilerlosungen werden zwar korrigiert aber nicht bewertet.

5. Den Schulen wird empfohlen, auf der Grundlage der gezeigten Leistungen diejenigen Schiiler zu finden,
fiir die (in Abstimmung mit den Eltern) ab Klasse 3 eine Forderung an der Schule organisiert werden
sollte.

Mitteilungen an die Schiiler zu Beginn der Knobelstunde

1. Die ersten 30 Minuten der Unterrichtsstunde knobelt jeder fiir sich, die restlichen 15 Minuten wollen wir
uns tiber die gefundenen Losungen unterhalten.

2. Es werden so viele Aufgaben zum Knobeln angeboten, dass sich jeder von euch Aufgaben aussuchen kann,

die ihm Spall machen. Es werden so viele Aufgaben angeboten, dass wohl keiner von euch alle Aufgaben

16sen wird. Jeder sollte jedoch versuchen, moglichst viele Teilaufgaben zu 16sen.

Um die Aufgaben kennen zu lernen, beginnt mit dem Losen der Aufgaben la,b,c), 2a) , 3a) und 4).

4. Die Losungen werden nicht bewertet. Dennoch sollt ihr auf das Arbeitsblatt euren Namen schreiben und
das Blatt abgeben, damit ich beurteilen kann, welche der Aufgaben euch besonders gefallen haben und
welche Aufgaben ihr besonders gut geldst habt.

(%)

Losungen der Aufgaben

1) a) 88 ; b)45; ¢) 79; d) 92; e) 37; f) 18.
2) a) 82; 38, 44; 18, 20; 12. b) 43;24,15;12,12,8. ¢)89;43;23,20;11,11,9;8,4,7.
3)a) 15,17 b) 37, 46 c) 15,13 d) 52,42.

4) ANGER, ANRUFE, ARG; AUE, AUF, AUGE, AUGEN / ENG, ERNA / FARN, FARNE, FERN, FRAGE,
FRAGEN, FRAU, FRAUEN, FUGE, FUGEN, / GAREN, GARN, GAU, GAUNER, GENAU, GENF,
GENUA, GERN, GNU, GRAU, GRAUEN, / NAGER, NUR / RAU, RAUFE, RAUFEN, RUF, RUFEN /
UFER, URNE /

5) 3 Schwestern, 2 Briider.

6) a) 2+1=)3; b) 2+1=)3; c) (3+2+1=)6;
d) (B+1+1=)5; e) (4+2+1=)17.

Dem frithzeitigen Entdecken von Begabungspotenzen dient auch die im Dezember stattfindende /. Stufe der
Mathematikolympiade fiir die Klassen 2 bis 4, an der im Schuljahr 2004/05 14382 Schiiler aus dem Bezirk
teilgenommen haben. An der von Januar bis Mirz auf Kreisebene stattfindenden 2. Stufe der
Mathematikolympiade fir die Klassen 3 und 4 haben in diesem Schuljahr 804 Schiiler teilgenommen. In
beiden Fillen handelt es sich um Klausurwettbewerbe, die erfahrungsgemal den Schiilern besonders viel Spal}
bereiten.

SchlieBlich gibt es im Bezirk noch weitere 6 regionale Wettbewerbe, an denen insgesamt 229 Schiiler aus den
Klassen 3 oder 4 teilgenommen haben.
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Es sei hervorgehoben, dass fiir uns Wettbewerbe niemals Selbstzweck sondern stets nur Hilfsmittel der
Begabtenforderung sind. Sie erweisen sich jedoch als ein besonders effektives Hilfsmittel, Schiiler zu
motivieren, viel Freizeit in eine intensive Beschéftigung mit Mathematik zu investieren, damit sich vorhandene
Begabungspotenzen auch zu einer Begabung entwickeln kdnnen.

Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, diese "Trainingszeit" in Arbeitsgemeinschaften, in Korrespondenzzirkeln
oder in anderen Forderformen sinnvoll zu fiillen. Oft spielt das Vermitteln von Wissen und Koénnen, das iiber
den Schulstoff hinausgeht, eine entscheidende Rolle. In unseren Korrespondenzzirkeln Mathematik spielt ab
Klasse 7 das Vermitteln der Fahigkeit, sich aus "Literatur" selbstindig Wissen und Kdnnen anzueignen, eine
sehr wichtige Rolle, weil wir iliberzeugt sind, dass sich dadurch die "Studierfahigkeit" der Teilnehmer
entscheidend verbessern lasst. Fiir Grundschiiler wére eine derartige Zielstellung jedoch wenig sinnvoll.

Wir haben uns fiir folgende spezielle Zielstellung entschieden: Entwickeln der Fihigkeit zum problemlésenden
Denken durch bewusstes Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen. Dabei orientieren wir uns an den
Vorschldgen von G. POLY A, den man als den Vater der modernen Heuristik bezeichnen kann.

Durch die Analyse des Vorgehens erfolgreicher Problemloser (wobei POLYA neben seinen eigenen
Erfahrungen vor allem Arbeiten von DESCARTES und EULER nutzte) lassen sich erfolgversprechende
heuristische Vorgehensweisen entdecken und in Form von Fragen oder Impulsen festhalten und vermitteln (vgl.
die "Tabelle" in Polya [1] sowie Polya [2]).

Das von POLYA vorgeschlagene Vorgehen ist nicht unumstritten. Man konnte befiirchten, dass durch den
Versuch, das Problemldsen bis zu einem gewissen Grad zu lehren, die Entwicklung der Kreativitit begabter
Schiiler behindert wird.

Wir teilen diese Befiirchtungen nicht, wenn das in den Abschnitten 4. und 5. beschriebene didaktische
Vorgehen beachtet wird.

Vor allem hochbegabte Schiiler sind durchaus in der Lage, selbstindig heuristische Vorgehensweisen zu
entdecken. Daher sollte man vor allem solchen Schiilern auch sehr schwierige problemhafte Aufgaben zum
selbstdndigen Ldsen stellen, ohne dass sie dabei unter Zeitdruck stehen, und man sollte stets in Erfahrung
bringen, welche Losungsversuche sie unternommen haben. Erst wenn sie trotz intensiver Anstrengungen eine
Aufgabe nicht selbstindig 16sen konnten, sollte man sie mit einer erfolgversprechenden heuristischen
Vorgehensweise vertraut machen. Auf diese Weise kann die Entwicklung ihrer Kreativitdt auf einem héheren
Niveau fortgefiihrt werden.

Durch die Analyse problemhafter Aufgaben, wie sie im auflerunterrichtlichen Bereich oder in Wettbewerben
fiir Schiiler der Klassen 5 bis 10 gestellt werden, haben wir ein entsprechendes heuristisches Regelsystem
entwickelt und erprobt (vgl. Konig [1]). Von diesem Regelsystem ausgehend haben wir durch Analysen von
Aufgabensammlungen fiir Grundschiiler festgestellt, welche heuristische Vorgehensweisen bereits in der
Grundschule vermittelt werden kénnen.

Im Gegensatz zu algorithmischen Verfahren sind heuristische Vorgehensweisen nicht resultativ, d.h. sie
garantieren keinen Losungserfolg sondern erhdhen lediglich die Wahrscheinlichkeit zu einer Ldsung zu
gelangen. Es gibt hier auch keine Folgen von Anweisungen sondern nur Impulsblocke, bei denen die
Reihenfolge des Einsatzes nicht vorgegeben ist.

Um die Entwicklung der Kreativitdt der Schiiler zu fordern und nicht etwa zu beeintrachtigen, ist jede
"Gingelei" bei der Suche nach einem Losungsweg zu vermeiden. Hierauf werden wir spéter noch niher
eingehen.

3. Zu den Inhalten

Die "Aufgabensammlung fiir Arbeitsgemeinschaften — Klasse 3" ist fiir die Hand der Schiiler bestimmt und
enthilt 115 Aufgaben, die in drei Blocke "leicht", "mittel", "schwer" unterteilt sind. In jedem Block sind die
Aufgaben nach Stoffgebieten geordnet: Arithmetik, GroBen, Sachaufgaben, Geometrie, Sonstiges
(Kombinatorik, Knobelaufgaben).

Die "Arbeitsgemeinschaften Klasse 3 — eine Anleitung fiir AG-Leiter" enthélt auer den Losungen ausfiihrliche
Hinweise zum didaktischen Vorgehen beim Behandeln von 9 Aufgabengruppen. Jede Aufgabe wurde in
Hinblick auf ihre "heuristischen Potenzen" analysiert.

Als Beilage sind "16 Aufgabenblitter fiir Klasse 3" mit 112 Aufgaben beigefiigt, die nur fiir die Hand des
Lehrers bestimmt sind, der aus ihnen Arbeitsblitter fiir die Hand des Schiilers herstellen sollte. Die jeweils 7
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Aufgaben eines solchen Aufgabenblattes sind nach dem Schwierigkeitsgrad geordnet. Sie wurden so
ausgewahlt, dass man mit Hilfe von Aufgabenfolgen bestimmte heuristische Vorgehensweisen vermitteln kann.

Auf der letzten Seite findet man folgende ""Hinweise zum Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen'’, bei
denen angegeben wird, welche dieser Aufgaben fiir das Vermitteln heuristischer Hilfsmittel, Strategien oder
Prinzipien geeignet sind:

Die erste Aufgabe eines jeden Aufgabenblatts ist eine algorithmisch lésbare Aufgabe und dient dem
Uberpriifen bzw. dem Festigen von Fertigkeiten im Rechnen.

1. Einfiihren von zweckméBigen Bezeichnungen; Verwenden von Variablen
Aufgaben: 3.5), 4.5), 5.5), 6.5), 7.5), 8.1), 8.7), 10.5), 10.6), 11.2), 12.2), 13.2), 4.2), 15.2), 15.5), 15.7), 16.2).

2. Verwenden von Tabellen
Aufgaben: 3.3),4.3), 5.3), 5.5), 6.3), 6.5), 7.5), 8.3), 9.5), 10.2), 10.5), 10.6), 11.6), 11.7), 12.4), 13.3).

3. Verwenden von Skizzen und Mengendiagrammen
Aufgaben: 11.5), 12.4), 13.4), 14.4), 15.5), 16.4).

4. Systematisches Probieren; systematisches Ermitteln aller moglichen Fille;

Einsatz von Ordnungsprinzipien (z.B. lexikografisches Ordnen)
Aufgaben:1.2), 1.4),2.2),2.3),3.7), 4.4), 5.4), 6.1), 6.4), 7.3), 7.4), 7.7), 8.1), 8.4), 8.5), 8.7), 9.4), 9.7), 10.2),
10.3), 10.4), 11.3), 11.4), 12.4), 13.6), 13.7), 14.2), 15.2), 16.4), 16.7).

5. Vorwiirtsarbeiten; Folgern aus (gegebenen) Bedingungen

Aufgaben: 1.3), 3.3), 3.7), 4.2), 4.3), 6.3), 6.2), 6.3), 7.2), 8.2), 8.3), 8.5), 8.7), 9.2), 9.3), 10.2), 10.3), 10.5),
10.6), 11.2), 11.3), 11.6), 11.7), 12.2), 13.2), 13.3), 13.4), 14.2), 14.4), 14.6), 14.7), 15.2), 15.3), 15.5), 16.2),
16.3), 18.6), 16.7).

6. Riickwiirtsarbeiten
Aufgabe 9.5).
7 "Von riickwiirts her rechnen'

Aufgaben: 4.6), 6.6), 8.6).

8. Das Entdecken (Vermuten) von Gesetzmdfligkeiten
Aufgaben: 1.5),2.4),2.5),4.7),5.2), 10.7), 12.3), 12.7), 13.5), 13.6), 14.3), 14.5).

9. Zuriickfithren auf Hilfsaufgaben
Aufgaben: 3.4), 6.7),7.6), 13.7).

10. Umformulieren von Aufgaben (Problemtransformation)
Aufgaben: 5.6), 5.7), 6.7), 13.7).

11) Ausniitzen von Analogien
10.3), 11.3), 12.4), 16.4).

12) "Findigkeit"
Aufeaben: 1.6),2.6), 2.7), 3.2, 3.6), 7.7), 9.6), 9.7), 12.6), 13.5), 14.5), 15.4), 15.6).

Die letztgenannte Gruppe von Aufgaben dient nicht dem Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen sondern
vorwiegend dem Erkennen und Einschétzen von Begabungspotenzen.

Die Anzahl der Aufgaben und der Unterschied im Schwierigkeitsgrad wurde so grof3 gewéhlt, dass folgende
Anwendungsbereiche moglich sind:

- Forderung von leistungsstarken Schiilern durch innere Differenzierung im Unterricht

- Forderunterricht fir leistungsstarke Schiiler im Rahmen der vorgegebenen Stundentafel

- Schularbeitsgemeinschaften als auBerunterrichtliches Angebot

- Uberschulische Arbeitsgemeinschaften fiir Schiiler aus mehreren Grundschulen

- Individuelle Forderung hochbegabter Schiiler

In Abhéngigkeit vom Anwendungsbereich muss der Lehrer eine geeignete Auswahl von Aufgaben treffen und
ein geeignetes didaktisches Vorgehen wéhlen.
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In vielen Klassen diirfte es Schiiler geben, die im Unterricht unterfordert sind, die sich langweilen und daher
manchmal auch den Unterricht storen. Es ist ein didaktischer Fehler, solchen Schiilern nur eine grof3ere Anzahl
von algorithmisch 16sbaren Aufgaben zu stellen. Weitaus sinnvoller ist es, hier problemhafte Aufgaben aus den
Aufgabensammlungen im Rahmen einer inneren Differenzierung einzusetzen.

Im Férderunterricht, in Schularbeitsgemeinschaften und in iiberschulischen Arbeitsgemeinschaften ist eine
planmiBige Begabtenforderung mdglich, die sich an den oben genannten Zielen orientiert, wobei durch
unterschiedliche Aufgabenauswahl eine Anpassung an die unterschiedlichen Leistungsniveaus und die
unterschiedlichen Arbeitszeiten (45 oder 90 Minuten) erforderlich ist. Ausgangpunkt kénnen die (nur fiir den
Lehrer bestimmten) 16 Aufgabenblitter sein, auf deren Grundlage er Arbeitsblitter fiir die Hand des Schiilers
herstellen kann.

Betrachten wir das
Aufgabenblatt 3
1)
Addiere zur Zahl 17 die 16 . Multipliziere das Resultat mit 7 . Subtrahiere vom Resultat die 39 . Dividiere das
Resultat durch 3 .
Welche Zahl hast du erhalten?

2)
Jeder von 4 Briidern in der Familie sagt: "Ich habe zwei Schwestern."
Wie viele Kinder gehdren zur Familie ?

3)

Markus fahrt mit dem Fahrrad zur Schule. Um 7.45 Uhr hat er die halbe Strecke zuriickgelegt. Der Unterricht
beginnt 8.00 Uhr. Wenn er mit gleichem Tempo weiterfahrt, so ist er 5 Minuten vor Unterrichtsbeginn in der
Schule.

a) Wie viele Minuten Fahrzeit benotigt Markus fiir die gesamte Strecke ?

b) Wann fuhr er zu Hause los ?

4)

Karsten behauptet, dass man einen Preis von 10 Cent mit 8 verschiedenen Zusammenstellungen von Miinzen
bezahlen kann. Uta behauptet, es ginge nur auf 6 Arten, wihrend Peter sogar 11 Moglichkeiten kennen will.
Wer hat hier Recht? Lege eine Tabelle an !

5)

Vier Médchen sollen sich in einer Sportgruppe der Grofie nach aufstellen. Es ist bekannt:
(a) Anne ist kleiner als Britta.

(b) Doris ist kleiner als Christa.

() Britta ist kleiner als Doris.

(d) Christa ist groBer als Anne.
In welcher Reihenfolge miissen sich die Schiilerinnen aufstellen?

6)

Zeichne 4 Geraden so, dass jeder Punkt des nebenstehenden ° ° o
Bildes auf mindestens einer dieser Geraden liegt und keine der o o °
Geraden zu einer anderen parallel ist! o ° o

Gib drei verschiedene Losungen an!

7)

Frank nimmt in jede Hand eine Anzahl Kugeln, keine Hand bleibt leer. Er verrit:

"In einer Hand habe ich eine gerade Anzahl Kugeln, in der anderen Hand eine ungerade Anzahl."

Michael sagt: "Multipliziere die Anzahl der Kugeln in der linken Hand mit 4 , die Anzahl der Kugeln in der

rechten Hand mit 5 und nenne die Summe der beiden Produkte!"

a) Wie kann man, wenn die Summe genannt wird, mit Sicherheit sagen, in welcher Hand die gerade und in
welcher Hand die ungerade Anzahl Kugeln ist?

b) Wie kann man, wenn die Summe 60 genannt wird, mit Sicherheit die beiden Anzahlen der Kugeln herleiten,
die Frank in der linken Hand und in der rechten Hand hat?
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In Schularbeitsgemeinschaften (nicht aber im Forderunterricht) wird man auf die algorithmisch 16sbare
Aufgabe 1) verzichten konnen. Dagegen diirfte die Aufgabe 7) allenfalls fiir iiberschulische
Arbeitsgemeinschaften, auf jeden Fall aber fiir die individuelle Férderung hochbegabter Schiiler geeignet sein.

Arbeitsblitter fir die Hand des Schiilers sind in Grundschulen ein bedeutsames didaktisches Hilfsmittel, das
auch im auBerunterrichtlichen Bereich eingesetzt werden sollte. Ob man sie bereits am Anfang der Stunde
austeilt oder erst am Ende, ist nicht so bedeutsam. Wichtig ist nur, dass wesentliche Ergebnisse festgehalten
und so fiir die folgenden AG-Stunden stets verfiigbar sind.

Betrachten wir folgenden Vorschlag fiir ein
Arbeitsblatt 3 fiir Schularbeitsgemeinschaften, Klasse 3

1)
Jeder von 4 Briidern in der Familie sagt: "Ich habe zwei Schwestern."
Wie viele Kinder gehéren zur Familie? .. Kinder gehdren zur Familie

2)

Markus fahrt mit dem Fahrrad zur Schule. Um 7.45 Uhr hat er die halbe Strecke zuriickgelegt. Der Unterricht
beginnt 8.00 Uhr. Wenn er mit gleichem Tempo weiterfahrt, so ist er 5 Minuten vor Unterrichtsbeginn in der
Schule.

a) Wie viele Minuten Fahrzeit benotigt Markus fiir die gesamte Strecke ? ..... Minuten.

b) Wann fuhr er zu Hause los ?

Zusatzaufgabe: Aufgabensammlung, S. 12, Nr. 79)

3)

Karsten behauptet, dass man einen Preis von 10 Cent mit 8 verschiedenen Zusammenstellungen von Miinzen
bezahlen kann. Uta behauptet, es ginge nur auf 6 Arten, wahrend Peter sogar 11 Moglichkeiten kennen will.
Wer hat hier Recht? Lege eine Tabellean! hat
recht.

Zusatzaufgabe: Aufgabensammlung S.15, Nr. 95

4
V)ier Maidchen sollen sich der GroBe nach aufstellen. Es ist bekannt:
(a) Anne ist kleiner als Britta.
(b) Doris ist kleiner als Christa.
(c) Britta ist kleiner als Doris.
(d) Christa ist groBer als Anne.

In welcher Reihenfolge miissen sich die Schiilerinnen aufstellen? ............c..cocceenenee

[e] [e] o
Zum Knobeln!
Zeichne 4 Geraden so, dass jeder Punkt des nebenstehenden o o °
Bildes auf mindestens einer dieser Geraden liegt und keine der
Geraden zu einer anderen parallel ist! o o °

Gib drei verschiedene Losungen an! (Zeichne zunéchst nur mit Bleistift!)
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o o
o o
o o

o o o o
o o o o
o o o o

Wir gehen hier davon aus, dass Schularbeitsgemeinschaften 14-tégig stattfinden und 90 Minuten dauern. Man
erkennt, dass aus dem Aufgabenblatt 3 die Aufgaben 1) und 7) weggelassen wurden, dass Aufgabe 6) als
"Knobelaufgabe" deklariert wurde und dass Leerstellen oder Tabellen zum Eintragen der Resultate vorgesehen
sind. Ferner ist wichtig, dass fiir die leistungsstirksten Schiiler stets "Zusatzaufgaben" angeboten werden.

Wir halten es fiir sehr wichtig, dass Erfahrungen mit dem Einsatz solcher Arbeitsblétter festgehalten und
weitergegeben werden. Dies konnte etwa in folgender Form geschehen:

Arbeitsblatt 3)
Aufg. Zeit (in | Zielstellung didaktisches Vorgehen Resultat
min)
3.1 3-5 Lockerer Auftakt; Begab- | "Wer findet die Ldosung am schnell- | 6 Kinder
tenfindung. sten?"
3.2) 30 - 40 Einfiihrung "Tabellen als [ Losungsfindung in 2 Etappen: Tabelle | a) 20 Minuten
Hilfsmittel beim Vor- | aufstellen / ausfiillen; Eintragen in Ar-|b) 7.35 Uhr
wartsarbeiten". beitsblatt; Losungsdarstellung (mdl.).
Z7779) 180 Personen
3.3) 20-30 |[Ubung "Tabellen als | Nachtriglich feststellen lassen, dass es | Peter hat recht:
Hilfsmittel beim systema- | sich um die 10 Moglichkeiten aus Aufg. | 11 Méglichkeiten
tischen Probieren". 1.4) handelt, zusitzlich "10 Cent".
795) 12 Zahlen
3.4) 10-20 |"Ubersetzen in die Sym-|Losungsweg in Arbeitsblatt eintragen [a<b<d<c, also
bolsprache" ; Vorwirtsar- | lassen; nachweisen lassen, dass (d) aus | Anne, Britta, Doris,
beiten. (a), (b), (c) ableitbar, also tiberfliissig. Christa.
3.5) Rest Begabtenfindung "Wer findet 2 oder . .
gar 3 Losungen?" ; % g"’ K
Aufgabe 2) . Uhrzeit Fahrzeit
Falls viele Schiiler die Aufgabe ohne Abfahrt| 7.35 ©
eine Tabelle (sondern etwa m.H. 10 min ©
einer Skizze) selbstindig 16sen, ist halbe Strecke| 7.45
diese Aufgabe fiir das Einfiihren der 10 min @
Tabellenmethode ungeeignet! ‘ Ankunft| 755 @
In diesem Fall Ve'rwende man die’ Unterrichtsbeginn| 8.00
Aufgabe Z95) fiir diesen Zweck. - — @
insgesamt 20 min
Aufgabe 4)
(a) Anne ist kleiner als Britta. A<B (c) A<B<D
(b) Doris ist kleiner als Christa. D<C A<B<D (b) A<B<D<C
(c) Britta ist kleiner als Doris. B<D
(d) Christa ist groBer als Anne. C>A also A<C (tberfliissig)
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4. Bemerkungen zur Hochbegabtenférderung durch individuelle
Betreuung

Als sehr effektives Hilfsmittel zur Organisation der Begabtenforderung im Bezirk Chemnitz hat sich die
Berufung von "Kreisbeauftragten fiir Begabtenforderung an Grundschulen" durch die Regionalschuldmter
Chemnitz und Zwickau erwiesen. Unter Leitung von Frau Motl, der Leiterin der Arbeitsgruppe Grundschulen
unseres Bezirkskomitees, treffen sich die 12 Beauftragten zweimal im Jahr zu einer Beratung.

Nach der 2. Stufe der Mathematikolympiade fiir Grundschulen meldet jeder Kreis 3 bis 5 besonders
leistungsfahige und vermutlich hochbegabte Schiiler aus der Klassenstufe 3, die sich (im Einverstindnis mit
ihren Eltern) bereit erkldrt haben, im ndchsten Schuljahr als Frithstarter an der 2. Stufe der Mathematik-
Olympiade (Kreisolympiade) fiir Klasse 5 teilzunehmen. Diese Schiiler erhalten als individuellen Betreuer eine
Lehrkraft, die sie auf diesen Friihstart vorbereitet. Als Arbeitsmaterial stellt das Bezirkskomitee die (fiir diesen
Zweck kopierten) Aufgaben und Losungen der 2. Stufe der 35. bis 44. Mathematik-Olympiade fiir Klasse 5 zur
Verfiigung. Die Kreisbeauftragten fiir Begabtenforderung an Gymnasien organisieren die Teilnahme dieser
Schiiler an der im November stattfindenden Kreisolympiade.

In der Regel sollen diese Schiiller an einer Schularbeitsgemeinschaft oder einer {iiberschulischen
Arbeitsgemeinschaft teilnehmen, und meist wird der AG-Leiter als Betreuer ausgewdéhlt. Die individuelle
Betreuung soll nicht in einem zusétzlichen Vermitteln von Wissen und Konnen bestehen. Vielmehr sollen
diese Schiiler motiviert werden, im gesamten Schuljahr viel Zeit in das selbstdndige Losen geschickt
ausgewdahlter Olympiadeaufgaben zu investieren. In regelmifigen Abstéinden (etwa am Ende der AG-Stunden)
sollen die Losungsversuche des Schiilers besprochen und neue Aufgaben ausgegeben werden.

Nach dem Friihstart bei der Kreisolympiade wird diesen Schiilern ein Friihstart bei der 1. Stufe des Adam-Ries-
Wettbewerbs (ARW) fiir Schiiler der Klasse 5 angeboten (siche www.bezirkskomitee.de). Dies bedeutet die
Teilnahme an einem Hausaufgabenwettbewerb von Dezember bis Januar und an einem Klausurwettbewerb im
Februar und fiihrt zu einem ersten Kontakt mit dem Gymnasium, das diese Schiiler im néchsten Schuljahr
besuchen wollen.

Im Schuljahr 2004/05 haben 62 Schiiler aus der Klassenstufe 4 als Friihstarter an der Kreisolympiade in Klasse
5 teilgenommen. 52 dieser Schiiler waren auch Friihstarter bei der 1. Stufe des ARW, drei von ihnen haben die
2. Stufe, einer von ihnen hat sogar die 3. Stufe des ARW erreicht. Diese 52 Schiiler haben im April vom
Bezirkskomitee die Aufgaben der 2. Stufe der 34. bis 43. Mathematik-Olympiade filir Klasse 6 erhalten, um
sich auf einen eventuellen Friihstart bei der Kreisolympiade in Klasse 6 vorbereiten zu konnen. Die Namen
dieser Schiiler wurden den Gymnasien mitgeteilt, die die individuelle Betreuung dieser Schiiler fortsetzen und
sie vor allem auch fiir den Korrespondenzzirkel Mathematik des Bezirks Chemnitz werben sollen.

5. Zum didaktischen Vorgehen

Das im Unterricht noch héufig anzutreffende Abwechseln zwischen Lehrervortrag, Unterrichtsgesprach und
gemeinsamem Uben anhand der gleichen Aufgaben fiir alle Schiiler ist ungeeignet, um in
Schularbeitsgemeinschaften die genannten Ziele der Begabtenforderung zu erreichen. Es ist sogar giinstig,
wenn sich das Vorgehen in einer AG-Stunde deutlich von dem Vorgehen im Unterricht unterscheidet.

Ausgehend von den genannten Zielen stellen wir folgende didaktische Forderungen:

- Kein Schiiler darf unterfordert werden! Fiir die leistungsstarken Schiiler miissen stets Zusatzaufgaben bereit
gehalten werden.

- Es ist abzusichern, dass jeder Schiiler die zu l6sende problemhafte Aufgabe voll verstanden hat. Dies
erfordert "Stichproben" bei den leistungsschwécheren Schiilern.

- Man beginne niemals mit einem Unterrichtsgesprich sondern stets mit selbstindiger Stillarbeit! Wer eine
Losung gefunden zu haben glaubt, hat sich zu melden und bekommt eine Zusatzaufgabe.

- Wenn das Resultat der zu 16senden Aufgabe nicht auch den Losungsweg verrit, dann darf der Schiiler sein
Resultat als "Angebot" nennen; es wird vom Lehrer kommentarlos an der Tafel festgehalten. Der nichste
Schiiler kann sich diesem Angebot anschlieBen oder ein "Gegenangebot” machen, das ebenfalls an der
Tafel festgehalten wird. Welches der unterschiedlichen Angebote die richtige Losung der Aufgabe ist, wird
nicht vom Lehrer sondern von den Schiilern entschieden.

- Wenn eine Aufgabe von den meisten Schiilern selbstéindig gelost werden konnte, dann ist sie fiir das
Vermitteln einer heuristischen Vorgehensweise ungeeignet. In einem solchen Fall werden nur Fragen der
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Losungsdarstellung besprochen, und man wird anschlieBend eine schwierigere Aufgabe desselben Typs
stellen.

- Nach angemessener Zeit beginnt die Phase der gemeinsamen Auswertung in Form einer vom Lehrer
geleiteten Diskussion. Wer einen Losungsweg kennt darf ihn nicht verraten. Er darf lediglich Fragen stellen,
Impulse geben oder auf Fragen des Lehrers antworten.

- Der Lehrer soll eine "Impulstechnik” anwenden, die absichert, dass die Schiiler in ihrer Denktatigkeit nicht
gegingelt werden und dass moglichst alle Schiiler an der Losungsfindung beteiligt sind.

Um so vorgehen zu konnen, miissen die verwendeten problemhaften Aufgaben griindlich in Hinblick auf ihre

"heuristischen Potenzen" analysiert werden. Das bedeutet:

- Alle naheliegenden Losungswege finden. (Aufgaben mit mehreren Losungswegen sind diesbeziiglich stets
wertvoller als solche mit nur einem Losungsweg.)

- Zu jedem Losungsweg chancenreiche heuristische Vorgehensweisen (Hilfsmittel, Strategien, Prinzipien)
ermitteln.

- Die zugehorigen Fragen oder Impulse finden, die dem Steuern der geistigen Tétigkeit des Schiilers dienen
ohne ihn dabei zu gdngeln. Man beginne stets mit einem vom konkreten Inhalt der Aufgabe unabhéngigen
"Hauptimpuls", der im Bedarfsfall durch "Unterimpulse” erganzt wird.

Eine derartige Analyse problemhafter Aufgaben ist sehr zeitaufwindig und es wire uneffektiv, sie voll dem
Lehrer zu iibertragen. Wir haben daher die Resultate derartiger Analysen in unseren "Anleitungen fiir AG-
Leiter” festgehalten.

Begabte Schiiler sind durchaus in der Lage, beim Losen von Aufgaben selbstindig heuristische
Vorgehensweisen zu entdecken, und man sollte sie zu einem derartigen kreativen Vorgehen auch stets
ermuntern. Daher sollten die in der Spitzenforderung eingesetzten Betreuer sich darauf beschrinken, aus den
zur Verfligung gestellten Olympiadeaufgaben geeignete Aufgaben auszuwihlen, sie ihrem Schiiler zum
selbstindigen Losen zu iibergeben und in regelméfBigen Zeitabstédnden seine Ldsungsversuche mit ihm zu
besprechen.

Das bewusste Vermitteln  heuristischer ~ Vorgehensweisen sollte zu den Zielstellungen der
Arbeitsgemeinschaften gehoren. Hierbei wird in der Regel zundchst der Lehrer die Impulse (in einer
einprdgsamen "normierten" Form) formulieren mit dem Ziel, dass sie nach und nach von den Schiilern
ibernommen und angewendet werden. Diese "Technik der Impulsgebung' wollen wir anhand konkreter
Beispiele demonstrieren.

Wenn man unseren didaktischen Empfehlungen folgt besteht keine Gefahr, dass es dadurch zu einer
Beeintrachtigung der Entwicklung der Kreativitit der Schiiler kommen kann.

6. Demonstration des didaktischen Vorgehens beim Vermitteln
heuristischer Vorgehensweisen

6.1 Einfiihren von zweckmifligen Bezeichnungen

Das Einfiihren von zweckmdfigen Bezeichnungen sowie das Ubersetzen aus der Wortsprache in die
Symbolsprache ist ein wichtiges heuristisches Hilfsmittel.

Die Schiiler sollen erkennen, wie niitzlich es ist, etwa fiir Namen, Berufe u.d. Buchstaben als abkiirzende
Bezeichnungen zu verwenden und auch die Relationszeichen "=, <, >" (in einem etwas erweiterten Sinn)
einzusetzen, um gewisse Beziechungen knapp und iibersichtlich festzuhalten.

Wenn z. B. A und B als Abkiirzung der Namen "Arnd" und "Bert" verwendet werden dann kann man
vereinbaren, dass "A < B" die Aussage "A ist jlinger als B" oder die Aussage "A ist kleiner als B" oder die
Aussage "A kam frither ins Ziel als B" usw. festhélt. Dies ist immer dann statthaft, wenn die betreffende
Beziechung die Eigenschaften einer Ordnungsrelation besitzt.

Die folgenden Aufgaben stammen alle aus "16 Aufgabenblitter fiir Klasse 3". Dabei bezeichnet 10.5 die 5.
Aufgabe des 10. Aufgabenblattes.

Aufgabe 1) [10.5]
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Andreas, Bernd, Claus, Dieter, Erich, Franz und Gunther waren die Teilnehmer an einem 100m-Lauf. Keine
zwei von ihnen hatten in dem Lauf dieselbe Zeit erreicht. Uber die Reihenfolge ihres Zieleinlaufs wird
berichtet:

(a) Andreas kam direkt vor Bernd und unmittelbar hinter Claus ins Ziel.
(b) Dieter lief gleich hinter Erich ein.

(©) Franz erzielte den mittleren der sieben Plitze.

Weiterhin ist bekannt:

(d) Andreas und Dieter wohnen in A-Stadt.

(e) Den zweiten Platz schaffte ein Junge aus B-Stadt.

Wie war nach diesen Informationen die Platzverteilung?

Zunéchst sollen die Schiiler in selbstindiger Arbeit versuchen, die Losung zu finden. Wenn dies den meisten
Schiilern gelingt, dann wird man ihnen eine schwierigere Aufgabe dieses Typs stellen. Nur wenn die meisten
Schiiler scheitern, wird man in der anschlieBenden gemeinsamen Arbeit eine erfolgversprechende heuristische
Vorgehensweise einfiihren.

Folgende Impulse konnen dabei hilfreich sein:
- Fiihre zweckmaéBige Bezeichnungen ein!
Ubersetze die Aufgabenstellung in die "Symbolsprache"!
°© Waihle fiir die Abkiirzung der Namen die Anfangsbuchstaben! [A,B,C,D,E,F,G]
Wie kann man festhalten, dass A vor B eintraf? [ A<B ]
Wie kann man festhalten, dass F den mittleren der sieben Plitze erzielte? [ F=
4.]
- Was lésst sich aus den Bedingungen (d) und (e) unmittelbar folgern? Begriinde!
Halte die Folgerungen in der Symbolsprache fest!
[ Wenn A und D in A-Stadt wohnen und wenn der Junge, der den 2. Platz schaffte, aus B-Stadt
kommt, dann gilt A#2.und D#2. ]

Ferner ist es giinstig, die gesuchte Platzverteilung in einer Tabelle festzuhalten.

Man lasse erkennen, dass A < B noch nicht bedeutet, dass A wunmittelbar vor B eingelaufen ist, d.h. dass wir
mit unserer symbolischen Schreibweise noch nicht alle Informationen festgehalten haben. Bedingung (a) ldsst
sich daher genauer in der Form (C;A;B) festhalten, wenn man vereinbart, dass auf diese Weise die zusitzliche
Information "direkt" oder "unmittelbar" festgehalten werden soll.

Das Resultat kann man wie folgt an der Wandtafel festhalten:

(a) C<A<B |(CAB) L2 |3 |4]s 6|7
(b) E<D (E;D) F

(c) F=4.

(d)

—>00A#2.und D #2.
(e

- Was lésst sich nun unmittelbar folgern? Begriinde!
[ Wegen A # 2 muss (C;A;B) = (5.;6.;7.) gelten. Wegen D # 2 muss (E;D) = (2.;3.) gelten. Daraus folgt
dann (als letzte Moglichkeit) G=1. ]
- Antwortsatz!
[ Die Reihenfolge des Zieleinlaufs lautet: Gunther, Erich, Dieter, Franz, Claus, Andreas, Bernd. ]
- Probe am Text!
[ Es wird gepriift, ob die angegebene Reihenfolge tatsdchlich die Bedingungen (a) bis (d), wie sie im
Aufgabentext stehen, erfiillen.]

Ab Klasse 6 spielt folgende heuristische Vorgehensweise eine wichtige Rolle:

- Fiihre Variable ein!

- Ubersetze die Aufgabe in die Sprache der Gleichungen!

- Lése die Gleichungen!

Wenn man den letztgenannten Impuls weglédsst, dann kann man leistungsstarke Schiiler bereits in der
Grundschule mit dieser Vorgehensweise vertraut machen.
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Aufgabe 2) [8.7]

Ein Bauer kauft 3 Kiihe und 4 Ziegen und bezahlt dafiir 108 Taler. Ein anderer Bauer kauft 7 Kiihe und 6
Ziegen und bezahlt 212 Taler.

Wie viele Taler kostete eine Kuh und wie viele Taler kostete eine Ziege ?

Bezeichnet man die Anzahl der Kiithe mit k und die Anzahl der Ziegen mit z, dann ldsst sich diese Aufgabe
wie folgt in die Sprache der Gleichungen tibersetze

Wortsprache Sprache der Gleichungen
3 Kiihe und 4 Ziegen kosten 108 Taler. 3:k+4-z = 108,
7 Kiihe und 6 Ziegen kosten 212 Taler. 7k+6-z = 212.

a) Wie viele Taler kosten 1 Kuh und 1 Ziege|a)k+z=7?
zusammen?

b) Wie viele Taler kostet 1 Kuh und wie viele Taler | b) Ermittle alle Zahlenpaare (k; z), fiir die beide
kostet 1 Ziege? Gleichungen gelten!

Das Ermitteln der gesuchten Zahlenpaare erfolgt mit Hilfe der Strategie des systematischen Probierens, wobei
den Schiilern schon bekannt sein soll, dass hierfiir Tabellen ein niitzliches Hilfsmittel sind.

Impulse:

- Mit welcher (besonders einfachen) Zahl k wollen wir das Probieren beginnen? [z. B. k=10 ]

- Was ldsst sich hieraus unmittelbar berechnen ? Wie wéhlen wir die Spalteneingéinge der Tabelle?
[3k=30; 4z=108-30=78; z=19,5 kann keine Losung liefern, daher lohnt es nicht, 7-k, 6-z und
(7-k + 6-z) noch zu berechnen.]

- Mit welcher Zahl k wollen wir das systematische Probieren fortsetzen?

[Man konnte mit k = 11, 12, 13, 14, .... so lange fortsetzen, bis man die Losung gefunden hat. Da man
leicht erkennt, dass fiir ungerade k auch 4-z ungerade und daher nicht durch 4 teilbar ist, wird man sich
auf das Untersuchen der geraden k beschrinken. Desgleichen kann man erkennen, dass auch fiir k = 10,
14, 18, 22, ... 4-z nicht durch 4 teilbar ist.]

Auf diese Weise kann man zu folgender Tabelle gelangen und feststellen lassen, dass es aufler der einen
gefundenen Losung keine weiteren geben kann, weil fiir k > 24 erst recht 7-k + 6:z> 212 gilt.

k | 3k|l4z] z |7k ] 62| 7k+t6z] =212?
10/ 30| 78] kL.| - [ -
12| 36| 72| 18] 84| 108 192[<112
14] 42| 66| kL.| — [ —
16] 48] 60| 15| 112] 90 202 <112
18] 54| 54| kL.| — | —
200 60| 48] 12] 140] 7 22[=112
24 720 36| 9] 168] 54 222> 112

6.2 Vorwartsarbeiten verbunden mit dem Einsatz von Tabellen

Das Vorwdrtsarbeiten (VA) ist die einfachste heuristische Strategie, die wohl auch von wenig geiibten
Aufgabenlosern intuitiv verwendet wird. Sie ldsst sich durch folgende Fragen/Impulse charakterisieren:
- Was lasst sich aus dem Gegebenen (Zahlen / GroBen / Gleichungen / Bedingungen / Voraussetzungen)
unmittelbar berechnen bzw. folgern?
Begriinde!

Tabellen sind ein heuristisches Hilfsmittel, das verschiedene Aufgaben erfiillen kann:
- Festhalten der Aufgabenstellung (Gegebenes und Gesuchtes kennzeichnen)

- Hilfe bei der Losungsfindung

- Festhalten des gefundenen Losungsweges

- Probe am Text (bei einer Sachaufgabe)
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Sie kommen héufig in Verbindung mit der Strategie des systematischen Probierens vor, worauf hier nicht
eingegangen wird (siche Konig [2]).

In Verbindung mit dem Vorwirtsarbeiten lassen sie sich haufig bei Sachaufgaben oder bei logisch-
kombinatorischen Zuordnungsaufgaben einsetzen.

Hier konnen folgende Impulse niitzlich sein:

- Waihle Zeilen und Spalten der Tabelle so, dass Felder entstehen, in die man das Gegebene, das Gesuchte
und giinstig gewdhlte HilfsgroBen eintragen kann!

- Als Spalteneingdiinge eignen sich Groflen oder Anzahlen, die in der Aufgabe vorkommen.
Als Zeileneingdnge eignen sich die in der Aufgabe beschriebenen "Situationen”

- Manchmal ist es giinstig, nachtréglich weitere Zeilen oder Spalten einzufiihren, um die Resultate bendtigter
Nebenrechnungen festzuhalten.

Aufgabe 3) [13.2]

X y z xy—(x+tz) | xy+@x+z) | xy | xtz |

Fiille die leeren Felder a) 3 2 1 L L 4'
in der Tabelle! b) 3 3 o | 1 Lo i
) 5 2 27 o L |

o oo { ¢ | [ [ | P

Die letzten beiden Spalten werden erst im Prozess der Losungsfindung eingetragen. Die Teilaufgaben sind nach
dem Schwierigkeitsgrad geordnet. Aufgabe a) ist algorithmisch losbar; d)* bezeichnet eine schwere
Zusatzaufgabe, mit der sich diejenigen Schiiler beschéftigen sollen, die die Aufgaben a), b) und c) geldst zu
haben glauben.

Die Schiiler haben mit [11.2] und [12.2] bereits zwei analoge Aufgaben gelost und kennen den Hauptimpuls fiir
das VA:

- "Was ldsst sich aus den gegebenen Zahlen unmittelbar berechnen? Begriinde!"

Hier dient die Tabelle nur dem Festhalten der Aufgabenstellung.

Die 1. Phase der gemeinsamen Auswertung beginnt, wenn die meisten Schiiler die Aufgaben a) und b) geldst
haben. Die Resultate werden zundchst noch nicht verraten. Wer sie zu kennen glaubt, darf nur auf die Frage
antworten:

- Welches Feld ldsst sich als erstes fiillen?

Da bei Aufgabe b) zundchst kein Feld existiert, in die man das berechenbare x-y =9 eintragen kann, wird die
erste Hilfsspalte eingefiihrt.

Wegen 9 — (3 + z) = 0 kann man dann im zweiten Schritt z = 6 berechnen und das Feld in der 3. Spalte fiillen.
Um das dann berechenbare x +z =9 eintragen zu kdnnen, fithrt man die zweite Hilfsspalte ein und kann dann
schlieBlich das Feld in der 5. Spalte mit (9 + 9 =) 18 fiillen.

Das selbstidndige Losen der analogen Aufgabe c) diirfte nun keine Schwierigkeiten mehr bereiten.

Bei Aufgabe d)* besteht die Schwierigkeit darin, zu erkennen, dass wegen des Terms in der 4. Spalte
X'y 2 x+z gelten muss, was wegen des berechenbaren x'y =991 zu 99 = 99 +z und damit zu z=0
fithrt.

Aufgabe 4) [16.6]

Jeder Buchstabe des Wortes "KNOBELN" bezeichnet eine Zahl. Uber diese Zahlen ist bekannt:
E-L-K =
K:N =
B+B =
3:L-E =
§-B:L=2-B

K+N-O+B-E+L-N = 17

Welche Zahl bezeichnet der Buchstabe O ?

B

osliveliveive)

— N

Analog zu Aufgabe 1) sind folgende Impulse niitzlich
- Was ldsst sich aus den gegebenen Gleichungen unmittelbar folgern? Begriinde!
° Mit Hilfe welcher Gleichung lisst sich welcher Buchstabe ermitteln?
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- Was lasst sich nun aus den gegebenen Gleichungen und dem ermittelten Buchstaben unmittelbar folgern?
Begriinde!
Eine Tabelle kann hier dem Festhalten des gefundenen Losungswegs dienen.

Beim selbstdndigen Suchen nach einem Losungsweg sollen die Schiiler zundchst nur "Schmierpapier”
benutzen. Wer erkennt, dass man mit der 3. Gleichung beginnen muss und dass B =2 eine Losung dieser
Gleichung ist, wird vermutlich diese ermittelte Zahl in alle Gleichungen einsetzen und wieder nach einer
Gleichung suchen, mit deren Hilfe sich nun ein weiterer Buchstabe ermitteln lésst. Dies ist die 5. Gleichung,
die jetzt 16 : L =4 lautet und aus der man L =4 folgern kann.

Im néchsten Schritt kann man aus der 4. Gleichung, die vereinfacht 12 — E =2 lautet, E=10 folgern, usw.
Wenn nach angemessener Zeit kein Schiiler diese Aufgabe selbstéindig 16sen konnte, wird man mit der
gemeinsamen Auswertung beginnen und die oben angegebenen Impulse einsetzen. Beim gemeinsamen
Ermitteln von B=2, L =4 und E =10 wird man den Schiilern zeigen, wie der Losungsweg nebst Resultaten
in einer Tabelle festgehalten werden kann. AnschlieBend kommt wieder eine Phase selbstindiger Stillarbeit.

Den gefundenen Losungsweg wird man abschlieBend wie folgt festhalten:

vereinfachte Gleichung | Resultat
E-L-K=B @) 40-K= 2 K=38
K:N=B (5 38:N= 2 N=15
B+B = B'B (@) B=2
3-L-E=B 3) 12-E= 2 E=10
8-B:L=2-B 2) 16:L= 4 L=4
K+N-O+B-E+L-N = 17 (6) 34-0= 17 0=17

AbschlieBend sollte man die Schiiler darauf hinweisen, dass die Aufgabe wesentlich leichter wird, wenn man
die Gleichungen in der Reihenfolge anordnet, wie dies in der 1. Spalte der Tabelle angegeben ist.

Ferner sollen sie nachtréglich herausfinden, dass die Gleichung B + B =B - B auBler B =2 noch die Losung
B =0 besitzt und warum dieser Fall zu keiner Losung fiihrt.

Aufgabe 5) [6.3]

Acht Enten, alle vollig gleich, schwimmen auf dem kleinen Teich.
Eine Ente aber ging an Land, weil sie da mehr Futter fand.

Drei tunkten ihre Kopfe klein in das kalte Wasser ein

und hoben ihre Beine hoch zum Zeichen, dass sie leben noch.
Wie viele Kopfe und wie viele Beine waren unter Wasser?

Wie viele Kopfe und wie viele Beine waren nicht im Wasser?

Bei dieser Aufgabe dient eine Tabelle dem Finden eines Losungswegs. Wiirde man die Tabelle vorgeben, dann
wire diese Aufgabe sehr leicht. Die wesentliche Leistung besteht im Aufstellen der Tabelle.

Die gegebenen und die gesuchten GroBen legen es nahe, vier Spalten einzurichten.

Dem Text sind 3 "Situationen" zu entnehmen, die 3 Zeileneingdnge nahe legen. Dass eine 4. Zeile benotigt
wird, erkennt man erst spéter.

Diese Uberlegungen kénnen zu folgender Tabelle fiihren, in der man die gesuchten GroBen durch "rote" (hier
"fette") Umrandung der betreffenden Felder kennzeichnet:

Anzahl der Kopfe Anzahl der Beine
iiber Wasser unter Wasser iiber Wasser unter Wasser

1 Ente an Land

3 Enten "verkehrt" im Wasser

8 Enten insgesamt

Das Ausfiillen der Felder der Tabelle erfolgt durch Vorwdrtsarbeiten.
- Welche Felder der Tabelle lassen sich unmittelbar ausfiillen? Begriinde!
Dies kann zu folgender Tabelle fiihren:

| Anzahl der Kopfe | Anzahl der Beine
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iiber Wasser unter Wasser iiber Wasser unter Wasser
1 Ente an Land 1 0 2 0
3 Enten "verkehrt" im Wasser 0 3 6 0
8 Enten insgesamt
- Was ldsst sich aus diesen Angaben unmittelbar folgern?

° Was ldsst sich tiber die restlichen Enten aussagen?
Dies kann zu folgender Tabelle fiihren:
Anzahl der Kopfe Anzahl der Beine

tiiber Wasser unter Wasser uiber Wasser unter Wasser
1 Ente an Land 1 0 2 0
3 Enten "verkehrt" im Wasser 0 3 6 0
4 Enten "normal" im Wasser 4 0 0 8
8 Enten insgesamt

Nun lassen sich die vier Felder mit den gesuchten Gréfen leicht ausrechnen und man erhélt folgenden
Antwortsatz: Es waren 3 Kopfe und 8 Beine unter Wasser, und es waren 5 Kopfe und 8 Beine nicht im Wasser.

Aufgabe 6) [10.6]

Vier Herren mit den Namen Arzt, Bauer, Fleischer und Schlosser waren von Beruf Arzt, Bauer, Fleischer bzw.
Schlosser. Jeder der Herren hatte einen anderen Beruf und keiner hatte den Beruf, den sein Name angibt.

Der Fleischer hatte die anderen drei Herren zum Schlachtfest eingeladen. Herr Schlosser kam kurz nach Herrn
Bauer und teilte mit, dass der vierte Herr leider nicht kommen kdnne, da er zu einem Patienten gerufen wurde.
Welchen Beruf hatte Herr Bauer?

Wenn eine derartige logisch-kombinatorische Zuordnungsaufgabe so leicht ist, dass sie die meisten Schiiler
selbstindig 16sen kdnnen, dann ist sie fiir das Vermitteln einer heuristischen Vorgehensweise ungeeignet. Die
vorliegende Aufgabe diirfte hinreichend schwer sein, um dem Vermitteln des heuristischen Hilfsmittel Tabelle
dienen zu kénnen.

Auch hier kann eine Tabelle beim Finden eines Lésungswegs helfen.

Da hier die Bezeichnung der Namen mit der Bezeichnung der Berufe {iibereinstimmt, ist die Wahl
zweckmdpfSiger Bezeichnungen erforderlich. So kann man etwa die Berufe mit A, B, F, S und die Namen mit a,
b, f, s abkiirzen.

Bei derartigen Aufgaben liegt es sehr nahe, fiir die Spalteneinginge bzw. Zeileneingéinge der Tabelle die
einander zuzuordnenden Begriffe zu wihlen.

Die Folgerung, dass eine Zuordnung nicht zutreffen kann, wird in dem betreffenden Feld mit einem
gekennzeichnet. Die Folgerung, dass eine Zuordnung zutrifft, wird mit einem "+" gekennzeichnet.

nmn

Die ersten drei Zeilen der Aufgabenstellung fithren zu folgender Tabelle, wobei die (1) in den Feldern angibt,
dass dies die erste Folgerung aus den gegebenen Bedingungen ist.

A | B | F | s
2 |

b )

f (i)

s 0

Nun werden die leeren Felder der Tabelle durch weiteres Vorwdrtsarbeiten gefiillt.
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- Was folgt aus der gegebenen Bedingung, dass der Fleischer die anderen drei Herren zum Schlachtfest
eingeladen hat? Begriinde!

Hieraus allein ldsst sich noch nichts folgern. Erst die gegebene Bedingung "Herr Schlosser kam kurz nach

Herrn Bauer" macht klar, dass diese beiden Herren Géste waren und daher nicht der Fleischer sein kdonnen.

Dies wird als Folgerung (2) in die Tabelle eingetragen.

Da nun in der 3. Spalte dreimal "-" steht, bleibt fiir den Fleischer nur der Namen Arzt {ibrig, woraus dann folgt,

dass weder der Bauer noch der Schlosser Arzt heilen konnen.

Die der Losungsfindung dienende Tabelle hat nun folgende Gestalt angenommen:

A| B | F | s
- - + -

a OENORECONNE)

b (ORI

£ (1)

s 2 1 @

Der letzten gegebenen Bedingung ist zu entnehmen, dass der dritte Gast der Arzt war.

Da die anderen beiden Giste Bauer und Schlosser heiflen und da der Fleischer Arzt heif3t, bleibt fiir den Arzt
nur der Name Fleischer iibrig.

Es reicht sogar aus, nur festzustellen, dass der Arzt nicht Bauer heilen kann, um dann folgern zu kdnnen, dass
der Schlosser nur Bauer heiflen kann.

Damit ist der Antwortsatz gefunden und es ist leicht, auch noch den Namen des Bauern zu ermitteln.

Die Tabelle, die den Losungsplan festhilt, sicht dann so aus:

A B F S

- - + -

a | D) |3 16|06
- - - +

b | @ | D |3 |6
+ -

f ]| (6 Q)

- + - -

s 1@ 1M 1O | D

Das Losen von solchen logisch-kombinatorischen Zuordnungsaufgaben wird in den Arbeitsgemeinschaften fiir
Klasse 5 wieder aufgegriffen. Hier lernen die Schiiler, wie man auf der Grundlage eines solchen Losungsplans
die Losung exakt darstellen kann und dass zur vollstindigen Darstellung der Losung ein Einzigkeitsnachweis
und ein Existenznachweis gehoren.

Hierauf wird man in Schularbeitsgemeinschaften der Klasse 3 natiirlich verzichten. Im Zusammenhang mit der
individuellen Férderung hochbegabter Schiiler, die auf einen Friihstart bei der Kreisolympiade in Klasse 5
vorbereitet werden, spielt dies allerdings auch eine Rolle.

6.3 Problemtransformation und Suche nach Hilfsaufgaben

Es ist meist nur recht schwer zu erkennen, dass sich eine Aufgabe durch "Problemtransformation”, d.h. durch
ein geschicktes (dquivalentes) Umformulieren vereinfachen lésst.

Sollte ein Schiiler von selbst dazu in der Lage sein, dann deutet dies auf eine hohe Begabungspotenz hin. In der
Regel wird der Lehrer nachtriglich auf eine solche Moglichkeit eingehen.
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Aufgabe 7) [5.6]
Von den 9 Ziffern, die in der Additionsaufgabe stehen, sollten 6 Ziffern gestrichen werden, so dass das bereits
hingeschriebene Ergebnis "20" auch richtig ist!

111+ 777 +999 =20

Sollten die meisten Schiiler diese Aufgabe nicht selbstdndig 16sen konnen, dann kann man beim gemeinsamen
Behandeln folgende Impulse einsetzen:
- Lasst sich die Aufgabe vereinfachen?
° Statt 6 von den 9 Ziffern wegzulassen, konnte man doch auch ... ?
[Man kann 3 aus den 9 Ziffern auswihlen.]
Welche Ziffern kommen hierfiir nur in Frage?
Wie lésst sich die 20 als Summe von Zahlen aus den gegebenen Ziffern darstellen?

[11 +9=20; 1+ 19 = 20 liefert keine Losung, da diese Gleichung nicht durch Streichen von
Ziffern erhalten werden kann.]
- Welche 6 Ziffern miissen also gestrichen werden? [ Eine 1, drei 7, zwei 9.]

o

Bei diesem Vorgehen ist auch leicht zu sehen, dass die angegebene Losung die einzige Losung ist.

Von wesentlich hoherem Schwierigkeitsgrad ist die folgende Aufgabe vor allem dann, wenn alle Losungen zu
ermitteln sind.

Aufgabe 8) [5.7]
Wihle aus den acht Zahlen 16, 12, 18, 25, 11, 21, 13, 36 einige so aus, dass deren Summe 100 ergibt ! Gib alle
Mobglichkeiten an!

Die Schiiler sollten sich bereits daran gewohnt haben, bei derartigen Auswahlaufgaben die gegebenen Elemente
(in diesem Fall die Zahlen der GroBe nach) zu ordnen: { 11,12, 13, 16, 18, 21, 25, 36 }.
Es ist moglich, dass dann einige Schiiler etwa die Losung 18 + 21 + 25 + 36 = 100 selbstindig finden, es ist
jedoch sehr unwahrscheinlich, dass ein Schiiler in angemessener Zeit durch reines Probieren auch die restlichen
drei Losungen findet. Also wird man mit der gemeinsamen Arbeit beginnen:
- Lasst sich die Aufgabe vereinfachen?
° Betrachte zundchst die Summe aus allen acht Zahlen! [ 152 ]
: Wie kann man das ausniitzen? Wie sind wir bei Aufgabe 5.6) vorgegangen?
[Wegen 152 =100 + 52 kann man auch die folgende einfachere Aufgabe l6sen: ]

1. Hilfsaufgabe: Wihle aus den acht Zahlen solche mit der Summe 52 aus!
Erst wenn die meisten Schiiler nach angemessener Zeit die vier Losungen nicht finden konnten, wird man
erneut mit der gemeinsamen Arbeit beginnen:

- Lasst sich die Hilfsaufgabe weiter vereinfachen?
° Betrachte die Einerstellen der acht Zahlen!
Welche Bedingung miissen sie erfiillen? [ Summe 2 oder Summe 12 ]

2. Hilfsaufgabe: Wihle aus den Einerziffern { 1, 1, 2, 3, 5, 6, 6, 8 } solche aus, deren Summe 2 oder 12
betrigt!
Uberpriife, ob die zugehdrigen Zahlen die Summe 52 besitzen!

- Wie kann man (systematisch) vorgehen, um keine zuldssige Auswahlmog lichkeit zu vergessen?
[ Erst 2 Summanden, dann 3 Summanden usw. betrachten.]

Hier sollte man wiederholen und iiben, wie man (lexikografisch geordnet) alle Paare, alle Tripel und alle
Quadrupel aus den acht Einerziffern bildet.

Wiederum werden die Schiiler aufgefordert, selbstindig nach den Losungen der 2. Hilfsaufgabe zu suchen.
AbschlieBend wird man den gesamten Lésungsplan nochmals wiederholen und die wichtigsten Resultate wie
folgt an der Wandtafel festhalten:

1+1 =2 11+21 <52 Losungen:
6+6 =12 16 +36 =52 11+12+13+18+21+25 =100
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1+3+8 =12 11+13+18 =52 12+13+21+25+36 =100
21 +13+18 >52

1+5+6 =12 11+25+16 =52 12+16+21 +25+36 =100
sonst stets > 52

1+2+3+6 =12 11+12+13+16 =52 18 +21+25+36 =100
sonst stets > 52

Wie man die heuristische Strategie "Systematisches Probieren" vermitteln kann, wird in Konig [3] gezeigt.

7. Ausblick

Beim Ubergang in das Gymnasium wachsen die Moglichkeiten, heuristische Vorgehensweisen zu vermitteln.
Dabei besteht das Endziel heuristischer Schulung fiir uns darin, die Schiiler zu befédhigen, sich beim Losen
problemhafter Aufgaben oder bei der Suche nach neuen Erkenntnissen (in der Regel unbewusst) weitgehend
inhaltsunabhéngige Fragen zu stellen oder Impulse zu geben und auf diese Weise ihre geistige Tdtigkeit selbst
zu steuern. Durch den Einsatz solcher Fragen und Impulse ldsst sich héufig verhindern, dass ein
Problemloseprozess erfolglos abgebrochen wird, weil der Loser nicht weill, was er noch unternehmen koénnte,
um ans Ziel zu gelangen.

Ausgewihlte heuristische Vorgehensweisen sollten (als eine spezielle Art von Verfahrenskenntnissen)

im Prozess der Tétigkeit bewusst vermittelt werden. Es stimmt zwar, dass begabte Schiiler beim selbstdndigen
Lésen von problemhaften Aufgaben heuristische Vorgehensweisen selbst entdecken konnen. Es wire aber sehr
uneffektiv, sich im Unterricht darauf zu verlassen. Wie bereits erwidhnt, trifft unserer Erfahrung nach die
Befiirchtung nicht zu, dass ein bewusstes Vermitteln heuristischer Regeln oder geistiger Techniken die
schopferische Entwicklung bei begabten Schiilern beeintriachtigt. Dagegen lédsst sich fehlende Intuition oder
mangelnde geistige Beweglichkeit durch den Einsatz heuristischer Vorgehensweisen teilweise kompensieren.

Beispiele dafiir, wie man in der Sekundarstufe I heuristische Hilfsmittel (Einfithren giinstiger Bezeichnungen;
Verwenden von Tabellen und Skizzen) vor allem beim Losen von Sachaufgaben einsetzen kann, findet man in
Heyer [1], Heyer/Konig [1] und Konig [1].

Unter den heuristischen Strategien spielt (im Gegensatz zu Grundschulen) vor allem das Riickwdrtsarbeiten
eine wichtige Rolle. Dies soll abschlieBend anhand von Beispielen erldutert werden.

Spitestens zu Beginn der Klasse 5 sollte man die Schiiler mit folgendem Spiel vertraut machen, bei dem man
durch Riickwirtsarbeiten leicht eine Gewinnstrategie finden kann:

Aufgabe 10)

Spiel "Hundert gewinnt": A nennt eine der Zahlen von 1 bis 7. B addiert zu dieser Zahl eine der Zahlen von 1
bis 7 und nennt die entsprechende Summe. A addiert zu dieser Zahl eine der Zahlen von 1 bis 7 und nennt die
neue Summe; usw. Gewonnen hat derjenige Spieler, der die Zahl 100 als Summe nennt.

a) Mit welcher Zahl muss A beginnen und wie muss er spielen, um mit Sicherheit zu gewinnen?

b) Andere die Spielregeln so ab, dass B bei richtigem Spiel gewinnen kann!

Begabte Schiiler sind durchaus in der Lage, die entscheidende Frage selbst zu finden: "Welche Zahl miisste ich
(im vorletzten Zug) nennen, um dann (im letzten Zug) mit Sicherheit "100" sagen zu konnen? [Ich miisste die
Zahl 92 nennen, denn... .]

Auf diese Weise findet man mit Sicherheit folgende Folge von Gewinnzahlen:

4 >12—>20—>28 —>36—>44 —>52—>60—>68 —>76—>84 —>92— 100

Beim Riickwdrtsarbeiten geht man vom "Ziel" (dem Gesuchten bei

Bestimmungsaufgaben, der Behauptung bei Beweisaufgaben) aus. Diese Hilfsmittel
Str?ttc?gie lasst sich dl.lI'Ch .ein Paar von Frggen . char'flkterisiereg, die Teilziel ? £ - Z
Teilzielfrage und die Hilfsmittelfrage. Dabei spielt die Reihenfolge, in der .

die Fragen gestellt werden, eine wichtige Rolle. In der nebenstehenden

schematischen Darstellung werden diese Fragen durch "?" symbolisiert.

In der Regel wird man mit der Teilzielfrage beginnen:

- Woraus lie3e sich die (gesuchte Grofe) / ( Behauptung) unmittelbar (berechnen) / (ableiten)?
- Begriinde! (Welche Formel, welcher Satz, welche Definition wurde verwendet?)
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Fiihrt dies noch nicht zum Ziel oder will man systematisch nach mehreren Losungswegen suchen, dann sollte
man mit der Hilfsmittelfrage beginnen:
- Betrachte das Ziel! Was konnte als Hilfsmittel dienen?
°  Welche (Formeln enthalten die gesuchte Grof3e) / (Séatze enthalten eine gleichartige Behauptung)?
: Wihle aus diesen Hilfsmitteln ein erfolgversprechendes aus!
Welches Hilfsmittel kommt in Frage, welches nicht? Begriinde!
- Woraus ldsst sich also die (gesuchte GroBe berechnen) / (Behauptung ableiten)?

Beim Losen geometrischer Beweisaufgaben ist ein zweckméBig angelegter Hilfsmittelspeicher von Nutzen, in
dem geometrische Sétze nach Behauptungen geordnet festgehalten sind. Um etwa die Gleichheit zweier Winkel
herzuleiten, lernen die Schiiler im Unterricht mehr als zehn Séitze kennen.

Aufgabe 11)
Ein 6,00 m langes Kupferrohr hat einen duB3eren Durchmesser von 36 mm und eine Wanddicke von 3 mm.
Welche Masse hat dieses Rohr?

Bei derartigen Aufgaben kommt man durch Riickwértsarbeiten mit hoher Wahrscheinlichkeit ans Ziel, wenn
man eine Formelsammlung zur Hand nimmt.

Der so gewonnene Ldsungsplan lésst sich in Form eines Losungsgraphen wie folgt festhalten, wobei folgende
Bezeichnungen verwendet werden:

d, :AuBlendurchmesser,

V. Volumen des duBBeren Zylinders, @

d;: Innendurchmesser,

Vi Volumen des inneren Zylinders, I @ m
d: Wanddicke, ®: @_

V: Volumen des Hohlzylinders,

I: Léange des Rohres, @ ._,

o: Dichte von Kupfer,

m: Masse des Rohres.

Aufgabe 12)

Ein Trapez mit den Grundseiten AB und CD besitze einen Inkreis k(M;r). Was ldsst sich iiber den Winkel
Z DMA aussagen? Beweise deine Vermutung!

Wenn man die Vermutung mit Hilfe einer genauen
Zeichnung gefunden hat, dann kann man den zu beweisenden
Satz wie nebenstehend angegeben festhalten.

Wenn man nach moglichst vielen verschiedenen
Losungswegen suchen will, dann wird man mit der
Hilfsmittelfrage beginnen.

Wenig Chancen diirften dabei der Satz iiber Diagonalen im
Drachenviereck, die Umkehrung des Satzes des Pythagoras,
der Satz iiber Tangente und Beriihrungsradius oder {iiber A B
Zentrale und Beriihrungssehne bieten. Vi: ABCD ist ein Trapez

Als chancenreich erweisen sich der Innenwinkelsatz fiir das V.: ABCD besitzt k(M;r) als Inkreis
Dreieck AMD, die Eigenschaften eines Rechtecks, der Satz Beh.: £DMA =90°

iiber die Winkelhalbierenden eines Nebenwinkelpaares und -

der Satz des Thales.

Die anschlieBende Teilzielfrage fiihrt dann zu den im <GMHTd ist Rechteck>—\

nebenstehenden  Graphen festgehaltenen hinreichenden

Feststellungen, die leistungsstarke Schiiller  durch
Vorwirtsarbeiten erreichen diirften. Gelingt dies nicht, dann  \Mek(E; EA

ist weiteres Riickwértsarbeiten angesagt.
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Auf diese Weise kann man zu folgenden Losungswegen
gelangen:

o

1. Losungsweg:
Wegen o + 6 =180°und o =204 sowie & =23, erhilt

man o+ §4=90° und hieraus £ M = 90°.

2. Losungsweg:

Nach dem Satz iiber Zentrale und Berithrungssehne gilt £ G
= ZH =90°, nach dem Satz des Thales gilt £ T4 =90°, also
ist GMHT ein Rechteck, woraus dann £ M = 90° folgt.

3. Losungsweg:

Die Zentralen AM und DM erweisen sich als
Winkelhalbierende eines Nebenwinkelpaares, woraus £ M =
90° folgt.

4. Losungsweg:

Wegen EMJ||AB (als Mittellinie) gilt p = o, (Wechselwinkel), wegen o=, also p = a4, woraus EA =

EM = E) folgt. Daher liegt M auf dem Halbkreis iiber AD und nach dem Satz des Thales gilt £ M =90°.
Die beim Aufschreiben von ableitbaren oder von hinreichenden Feststellungen eingefiihrten Bezeichnungen
wurden in nebenstehender Planfigur festgehalten. Dies trifft auch auf die so gefundenen Hilfslinien zu.

Aufgabe 13)
Sei ABCD ein regelméBiges Fiinfeck mit dem Umkreisdurchmesser d . Driicke den Inhalt des Dreiecks ABD
durch d aus!

Es liegt nahe, in der Planfigur als Hilfslinien den Umkreis k(M;r), die

Radien MA und MB sowie den Durchmesser DD' einzufiihren.
Durch Vorwirtsarbeiten gelangt man leicht zu den in der Planfigur
angegebenen WinkelgroBen.

Die Hilfsmittelfrage beim Riickwértsarbeiten kann zu folgenden drei
Losungswegen fiihren:

1. Losungsweg:
Fir den |Inhalt I(ABD) des Dreiecks gilt I(ABD) =

%~ﬁ-ﬁ-sin36°, wegen AD = BD also %-ﬁz'sin%". So ist

man auf die hinreichende Hilfsgrofle AD gestoBen, fiir die sich AD =

d-cos18° ableiten ldsst. Folglich gilt I(ABD) = % -c0s?18°-sin36°-d>.

2. Losungsweg:

Es gilt I[(ABD) = % AB- ﬁ, was zum Einflihren des Hilfspunktes H und zu den hinreichenden Hilfsgroen

AB und DH fiihrt, wobei AB =2-AH gilt.
Man erhilt AH =sin18°- AD und DH = cos18°- AD . Hieraus folgt I[(ABD) = sin18°-cos18°- AD 2.
Wegen AD = d-cos18° folgt hieraus I[(ABD) = sin18°-cos®18°-d2.

3. Losungsweg:
Es gilt [(ABD) = I(ABM) + I(BDM) + [(MDA) mit AM =BM =DM = %d . Fiir die drei hinreichenden

HilfsgroBen gilt [(AMD) = I(BMD). Ferner gilt I(ABM) = %% sin72° und 2[(AMD) = % sinl44° =

% -d?-sin36°. Hieraus folgt dann I(ABD) = %(sin72° + 25in36°)-d>.

Bei allen drei Losungswegen gilt [(ABD) ~ 0,266d>.
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Aufgabe 14)
Vi k(M;r,) ist der Umkreis des Dreiecks ABC;
V,: k(N;r;) ist der Inkreis des Dreiecks ABC;

Vi E = %;
Beh.. MN-= Jry(ry = 2r)

Wir betrachten hier nur den Fall, dass £ ACB < 60° gilt.

Beim Riickwértsarbeiten bemerkt man, dass die Struktur der Behauptung keinen Hinweis auf ein

chancenreiches Hilfsmittel gibt. Also werden wir die Behauptung so lange umformen, bis dies der Fall ist.

Sei MN = x . Dann ist die Behauptung dquivalent mit x? = r,2 — 2r,r; sowie mit 2r,r; = (r, + x)(r, — x) und
r, r,—n

schlieBlich mit (*) —— = .

r, +x 2r

u

u
Dies weist auf "Ahnlichkeit" als Hilfsmittel hin und motiviert das Einfiihren des Durchmessers CD = 2r, und
der Strecke TN = 1; als Hilfslinien.

erzeugen zeichnen wir die Hilfslinie AD (mit zundchst

Um ein zum Dreieck TNC &hnliches Dreieck zu C
noch unbekannter Linge) ein. Ferner kann man :
|

feststellen, dass ND = r, — X gilt.
Man kann leicht zeigen, dass die Dreiecke NCT und
DCA é&hnlich sind. Wenn man zeigen konnte, dass
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AD =ND = r, — X gilt, konnte man die mit der
Behauptung dquivalente Gleichung (*) ableiten und wére
am Ziel.

Weiteres Riickwértsarbeiten fiihrt zur Hilfslinie AN und
zum hinreichenden Teilziel £ 1= /2.

Dieses  Teilziel lasst sich mit Hilfe des
Peripheriewinkelsatzes, einer Eigenschaft
gleichschenkliger Dreiecke, des Satzes liber die Zentrale
eines Tangentenpaars, des AuBenwinkelsatzes und
einiger Umformungen aus den Voraussetzungen
herleiten. Wie dies geschehen kann, zeigt folgender
Losungsgraph.

Vi>£3 = 44}
=3=<5
V3944 =5

:|—>43 + =26==<5+7
V. »2<Z6=<7

Esgit £1=23+26-> £1=22->|AD=ND

Esgqilt £2=25+27
Es gilt =NCT = <=DCA
:|9ATNC’\/A ADC —]
Es gilt = NTC = £ DAC = 90°

Esgilt TN=r,
Es gilt NC =1, + x|

A_D=N_D _ 9ru+X LTK%Beh
— AD =r,- X —
Esgilt ND=r,-Xx

Es gilt DC = 2r, —

Hiermit ist ein Losungsplan fiir diese recht anspruchsvolle Beweisaufgabe gefunden.
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