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Thomas Sonar

Von der Berechnung der Logarithmentafeln:
Ein historischer Exkurs mit mathematischem Gehalt

Wird heute ein Logarithmus benétigt, dann bemihénkwrz einen Taschenrechner oder ein Computerpro-
gramm. Dabei steht der Logarithmus nur noch als éhrfikanktion der Exponentialfunktionen im Mittelpunk
des schulischen Interesses, denn in unseren Zeitarchen wir die Rickfiihrung der Multiplikation adie
Addition nicht mehr — heutige Mikroprozessoren lobren ein Produkt in annahernd der gleichen Zaiteimne
Summe. Vor vierhundert Jahren war es flr Astronomah Navigatoren aber entscheidend, zeitraubendb-Re
nungen abkirzen zu kénnen. Wir verfolgen die Ertliicg des Logarithmenbegriffs und zeigen, welchenfyte

an interessanter Mathematik dabei entstandeniéstiath heute von grof3er Bedeutung ist.

1. Exponentialfunktionen und Logarithmen

Betrachtet man die Exponentialfunktionara’ fur eine positive Basis a, dann igtlog, x der Logarithmus
von x zur Basis a d.h. die Logarithmusfunktionen sind die UmkehkKiionen der Exponentialfunktionen. Fur
die Logarithmenfunktion gilt immetog, 1=0 und log, a=1. Wendet man auk=a’ einmal den Logarithmus
zur Basis a und einmal den Logarithmus zur B&sish # a an, dann erhalt man

log,x = yllog,a=y

log,x = ylog,a
Setzt man nun y von der oberen Gleichung in dierenéin, dann foldog, x=log, x [log, a. Kann man den
Logarithmus zur Basis a berechnen, dann erhaltdearLogarithmus zur Basis b durch

log, X
1 log, x=—22—,
1) b log, b
Die Zahl

1
2 M:=
@ log, b

ermoglicht also die Umrechnung eines Logarithmoseinen anderen und wird auch haufiginsformations-
modul genannt. Besonders wichtig in den Anwendungen derdLogarithmus zur Basis 10 (dekadischer oder
Briggsscher Logarithmus) und der Logarithmus zusi8a& (Eulersche Zahl), (natirlicher Logarithmusal
rithmus naturalis); man schreibt

3) logx =log;q X
bzw.
4) Inx =log. x.

Der Logarithmus ist monoton wachsend g0f) falls die Basis grofer ist als 1. Liegt die Bdsisintervall
(0,1), dann ist der Logarithmus monoton fallend. Beilgitt sind in den Abbildungen 1 und 2 die beidemg&.o
rithmen zur Basis e bzw. %2 dargestellt, zusammeémen zugehdrigen Umkehrfunktionen.
Von grofl3ter Bedeutung ist die Funktionalgleichueg Hogarithmus,
log, (f(x) [9(x))=log, f(x) +log, g(x),
aus der auch die Beziehunag, x =k og, xfolgt. Die Logarithmusfunktion fuhrt also die Muydtikation auf
die Addition (und damit die Division auf die Sulittian) und die Potenzierung auf die Multiplikatiaariick. In
der heutigen Zeit ist die Bedeutung der Logarithrfigrdie Rechentechnik gar nicht mehr zu erfasSehliel3-
lich brauchen wir nur irgend einen wissenschafditfTaschenrechner zu nehmen, eine positive Zahligi
ben, und dann die Logarithmentaste zu driicken, inrdgn wohl allermeisten Fallen) den dekadischegako
rithmus dieser Zahl angezeigt zu bekommen. Beskasehenrechner haben nattrlich auch eine Tastdefiir
nattrlichen Logarithmus und wir kdnnen mit HilfesdBransformationsmoduls (2) damit jeden beliebibega-
rithmus berechnen. Auch wiirde — wegen der Taschbeneg — ja niemand mehr auf die Idee kommen, e Pr
dukt wie 1657834234[65387.3455=7 mit Hilfe der Logarithmen in ein Additionsproblern verwandeln, etwa
in der folgenden Art; Logarithmieren von
X =1657839.23465387.3455165783923410 > (65387345510 % =165783923465387345510
liefert
logx = 109165783923 +10g65387345-7.
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Abbildung 2: Logarithmus zur Basis ¥2 und Umkehrfunktion

Berechnung der Logarithmen (natirlich mit dem Tascbchner, oder?) liefert
logx =9.21954241+8.81549370-7=11.03503612.
Damit bekommen wir als Resultat (wieder mit demchasrechner!?)

x = 100390361202 1 0840170677.

So ein Unfug, werden Sie sagen, direkte Multipiatinit dem Taschenrechner gibt
X =10840170677

und da liegt die umstandliche Methode mit dem Litlgarus noch um 2 daneben! Sie haben recht, deh&asc
rechner macht es uns heute sehr einfach.
Aber versetzen Sie sich in eine Zeit ohne Tasclibney und Computer, sagen wir, ins 16te Jahrhun8est
arbeiten an der Front der Forschung, sagen wigsamonomischen Tafeln, um den Seeleuten lhres Ilsadige
Navigation zu erleichtern. Sie haben Tausende vateiDzu verarbeiten — Positionen von Sternen, dan&
(die Sie damals noch als einen Planeten bezeidtétttn) oder des Mondes. Was Sie als Werkzeug urdted
bendtigen, ist eine Tabelle der Winkelfunktioneberadie gibt es bereits seit dem Altertum. Nun gehios:
Ihre Aufgabe besteht im wesentlichen in der Anwengdder Trigonometrie, und das heisst: Sie misseséra
de von Multiplikationen und Divisionen durchfiihreDas alles wird noch komplizierter, weil Sie nodkirien
Dezimalpunkt kennen. Wie wiirden Sie vorgehen, uma Multiplikationen méglichst einfach zu berechnen?
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2. Fruhe Ideen

2.1 Die Prostapharaese

Die Mathematiker seit der Antike benutzten zum tiplizieren haufig die Methode d@&rostapharaese Dabei
benutzt man die Additionstheoreme
COSX +Y) = cosx [cosy —sinx [siny

cos(x—y) = cos x[tos y+sin x[3iny’
deren Addition auf die Formel

cosx[tosy= % (cos(x+y) +cos(x-)).

Will man A und B multiplizieren, dann sucht mandar Cosinus-Tabelle (Uber die jeder Wissenschastér
Ptolemaus natirlich verfiigt) nach Werten x undoygdass A=cos x und B=cos y. Diese Werte addiert man
(x+y) und subtrahiert sie (x-y) und sucht in degigthen Cosinus-Tabelle die jeweiligen Cosinus herBiese
muss man nur noch addieren und die Summe halbierehschon ist man fertig. Wenn Sie glauben, dessed
Methode etwas umstandlich ist, dann finden Sie isicquter Gesellschaft! Schormm@ ToEPLITZ schrieb in [1]:

Fur die Zwecke der Astronomie und Nautik, die @h siel Sinus und Kosinus zu multiplizieren haben,
eine gar nicht Gble Methode; und doch umstandlich

2.2 Stifelsche Skalen

Die eigentlichen Logarithmen, deren Entwicklung Wargleich mit der Prostapharaese etwa der Entwiakl
des Rennrades im Vergleich zum Tretroller entspribasieren auf einer Entdeckung des Augustineringsc
MICHAEL STIFEL (1487?-1567). 8FEL war mit MARTIN LUTHER und FHILIPP MELANCHTHON befreundet. Er trat
mit der Vorhersage des Weltuntergangs am 18.10.h88&r — ein Datum, das er mit Hilfe von pseuddmaat
matischen Methoden aus der Bibel gewonnen habdrewolind als der Weltuntergang nicht eintrat, veued in
Wittenberg unter Hausarrest gestellt. Nur der Hidpe seiner FreundeJIHER und MELANCHTHON hatte er es
zu verdanken, dass er wieder in Gnaden aufegnomvoedte und eine kleine Pfarre im Dérfchen Holzdof e
hielt [2]. Nach dieser einschneidenden Erfahrungdte er sich der ernsthaften Mathematik zu undipigite
1544 sein berhmtes Buérithmetica Integraln diesem Buch, zu dem der groReWMNCHTHON ein Vorwort
schrieb, entdeckt Stifel das folgende Prinzip: &reibt eine arithmetische Folge (Skala A) auf-8,.-2, -1, 0,
1, 2, ...)) und darunter eine geometrische FolgaléS), die den Zweierpotenzen der A-Skala entsprigill
man das Produk#l [16 berechnen, dann geht man von der G-Skala zur AaSkal findet die Zahlen 2 (korres-
pondierend zu 4) und 4 (korrespondierend zu 16krdéh die beiden Zahlen der A-Skala addiert, ergjith
2+4=6 und nun muss man von der 6 auf der A-Skadal&ri hinunter zur G-Skala und findet 64 als Resdka
urspringlichen Multiplikation.

ArRiTHMBTICAE LiBER 1L 237
—Wu'ifﬁnea ut pleneoftendi lib.1, capite de geomet.progref,
‘ Vide ergo,

O, Ia 2 3 4. 5 6, 7o 8.

e 2o 4¢ 8¢ 16, 32, 64, 128. 256,
Sicut ex additione(in fuperfore ordine) 3 ad s flunt 8,fictin {n-
feriore ordine)ex multiplicatione 8 in 32 fiunt 256, Eftautem
3 exponens ipfius oonarfj, & s elt exponens numeri 32 . & 8
eft exponens numeri 256, Item (icutin ordine fuperiori, ex
fubtracione 3 de 7,remanent 4.ita itvinferiori ordine ex divi-
fione 128 per 8,flunt 16,

Sed oftendenda eft ifta fpeculatio per exemplum,.
-3 |-2[~1] o] 1] 2] 3] 4ls] ¢l
| 3] %] £} 1] 2] 4] 8]16[32]64

Abbildung 3: Die Idee der A- und G-Skala in der Arithmetica gree

Das Verdienst, die Multiplikation zweier Zahlen ali¢ Addition zurtickgefihrt zu haben, gebulhrt SsHEL.
Gleichzeitig sind aber auch die Schwachen d&egschen Methode offensichtlich: Das Produkts2 ist schon
nicht berechenbar, denn beide Faktoren sind keiveieZpotenzen.
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2.3 Napiers Logarithmen

Der schottische BaronodiN NAPIER (1550-1670) muss ein
komischer Kauz gewesen sein. Er lebte zuriickgezagen
allen anderen Wissenschaftlern auf seinem Anwesen i
Merchiston (heute ein Teil der Stadt Edinburgh) tnad 1593

mit seinem Traktaf Plaine Discovery of the Whole Revelation
of St JohnEine einfache Entdeckung der ganzen Offenbarung
des heiligen Johannes) in die Offentlichkeit, in éemit pseu-
domathematischen Methoden nachzuweisen glaubts, diars
Papst der in der Apokalypse beschriebene AntickestNeben
solchem Unfug dachte er aber auch Uber eine Methzode
Erleichterung des Zahlenrechnens nach und kanntSigher-
heit das $IFELsche Buch. Neben den Logarithmen, zu denen
wir gleich etwas detailierter kommen, istANER durch Re-
chenstabchen bekannt geworden, diapERsche Stabe* oder
.,NAPIERsche Knochen” (rods, bones) genannt werden. Es han-
delt sich um quaderférmige Stabe, auf deren Laitgsselie
jeweiligen Vielfachen von 1,2,...9 aufgetragen siDdrch ein
geschicktes Verfahren des Nebenienanderlegenstébctin
kann man so sehr schnell multiplizieren, dividierard sogar
(n&herungsweise!) Wurzeln ziehen, sieh R [5]. Bahnbre- Abbildung 4: John Napier
chend ist aber seine Arbeit zu den Logarithmenedesr auch

ihren Namen gab.

1 T 2
11
AVAL
54126\ 7%
51617615
AV
5106|1%%|7¢
4 6 tz ze'gz
7 14' *z Ve
8 Léﬁ yAVZ
AT izl
8 £
Abbildung 5: Ein Rechenstabchen Abbildung 6: Das Stabchen mit den Eins-nt&iks

von 1,2,7 und 8 auf je eiieite
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X Er ersetzte die ®FELschen Skalen durch ein
kinematisches Modell, bei dem sich ein Punkt
auf einer Strecke von A’ aus nach rechts be-
wegt, und zwar mit konstanter Geschwindigkeit,
deren GréRRe genau der Lange eines Streckenab-
schnitts AB entspricht. MPIER legte AB =107

y fest. Gleichzeitig startet in A ein anderer Punkt,
i "‘ dessen Geschwindigkeit im Punkt A noch

AB =1C’" betragt, der aber immer langsamer
wird, je weiter er sich von A entfernt. Dabei ist
seine Geschwindigkeit genau so grol3 wie sein
A’ C Abstand zum Endpunkt B. Im Punkt C ware

. i : : damit seine Geschwindigkeit gerasde= CB. Ist
Abbildung 7: Das kinematische ModellA}IERS der Punkt auf dem Streckenabschnitt bei C
angekommen und ist der korrespondierende PunkieruStrecke dann bei C’, dann nenmPNR y den Loga-
rithmus von x. Wir werden dafur

y = NapLogx
schreiben. WPIERS erste Tabelle seiner Logarithmen erschien 161druem TitelMirifici Logarithmorum
Canonis: Descriptio(Die Beschreibung der wunderbaren Tafeln der Littgaen). Der groRe Astronom und
Mathematiker GHANNES KEPLERarbeitete zu dieser Zeit gerade an seiRadolphinischen Tafeln ein grol3es
astronomisches Tabellenwerk aus den DaterHD BRAHES — als er in MPIERS Buch plétzlich erkannte, wie er
seine Arbeit erheblich erleichtern und sogar besatien konnte. KPLER war also ohne Zweifel der erste An-
wender der WPIERschen Logarithmen.
Auf die mihsame und fehleranféllige Art, wieAINER seine Logarithmentabelle tatsachlich berechnetwiit
ich hier nicht sehr detailiert eingehen und vereeitatt dessen aufoEPLITZ [1], EDWARDS [3] oder RMILLIPS
[4]. Den Anwendern deDescriptiowar es vielleicht gleichgultig (nure&eLER nicht, denn er entwickelte sofort
eigene Ideen zu den Logarithmen!) und die Beschrgjlder Methode wurde erst nachAERs Tod im Jahr
1619 von dessen Sohn veroffentlichlirifici Logarithmorum Canonis: Constructi(Die Konstruktion der wun-
derbaren Tafeln der Logarithmen). Wir wollen stissen das kinematische Modell weiter ausbeuten.
Geschwindigkeit ist Weganderung pro Zeitanderurig.das kinematische Modell bedeutet das, dassoforts
zwei Gleichungen hinschreiben kénnen:

dy = 10
?jt

—@0"-x) = x
gt ¢ )

Die erste Gleichung beschreibt die Geschwindigite# Punktes im unteren Bild von Abbildung 7. In zeei-
ten Gleichung ist die Geschwindigkeit des oberenkkRas beschrieben. Der zuriickgelegte Weg ist gerade

107 - x, die zeitliche Anderung dieses Weges ist die Qesuatigkeit, und die sollte gerade so gro sein age
Abstand des Punktes zum Punkt B, also x. Die €eé¢échung lasst sich sofort Integrieren und wiradtdn

y=10"t+K mit einer Integrationskonstanten K. Zur Zeit t=0s1 y=0 sein, denn dann ist der untere Punkt im
Punkt A'. Also muss die Integrationskonstante Nelin. Es ergibt sich also

(5) y=10"t.
Die zweite Gleichung ist auch nicht viel schwieriggusfiihren der Ableitung Iiefer{(:j—)t< =-x. Wir suchen also

eine Funktion, die sich — bis auf das Vorzeichdreim Differenzieren reproduziert. Es muss sich alsodie e-
Funktion handeln und der Wechsel des Vorzeichemsniodurch einen negativen Exponenten. Damit ergibt
sich als Losungk = Ke™, wobei K wieder eine Integrationskontante ist. Zba Zeit t=0 der Wertx =10’ sein
muss, folgt als Lésung schliel3lich

(6) x=10"¢e".

Aufgabe 2.3.1:Beweisen Sie, dass fir demmERschen Logarithmus die Beziehung
7

(7) NapLogx=10’ In[%]

gilt.

Lésung: Wendet man den natiirlichen Logarithmus auf (6)damn erhalt marnnx = In10’ —tIne=1In10" -t,
also t=In10"-Inx =1In 1—)(()7 . Dieses Ergebnis wird in (5) eingesetzt und liefer 107 In[l—j] und vy ist ja
gerade der NPIERsche Logarithmus.
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Der NapIERsche Logarithmus unterscheidet sich also ganz kchelbom natirlichen Logarithmus. Altere Bii-
cher bezeichnen den natirlichen Logarithmus zwarchmaal als MPIERSchen Logarithmus, aber dafir gibt es
keinerlei Grund.

Bei all unseren heutigen Logarithmen ditig, 1= 0,

y weil ja a° =1 ist. Beim NapIERSchen Logarithmus ist
aber NapLog10d = 0. Wenn man nach der Basis des

A m; NAPIERschen Logarithmus fragt, dann fragt man nach
1x10 der Zahl x, fir die y=NapLo¢x =1 gilt. Mit Hilfe
_ 0000000 IDGDDE'}UDU von (7) kénnen wir diese Basis nun berechnen. Aus
-1x10° . (107 o7 )
- 10" In| = | =1 folg ¢ 19 -e1 und damit
-2 10° X
. 107(E‘JO.0000001
Abbildung 8: Der NapIERSChe Logarithmus e

Aufgabe 2.3.2:Man leite eine Funktionalgleichung fur deamERschen Logarithmus her.

Lésung: Mit Hilfe von (7) berechnen wir den Logarithmuses Produkts:
Y
NaplLog (Xy) = 10" In [10 ]
xy

= 107 Qn 107 - In(x w))

In10” einschmuggeln

= 107Qn107 ~Inx—Iny+In10" - |n107)
= 10’(In10” = Inx +In10" - Iny-1In10’

(8)
- 107 In(107] In [107j In107J
X y

7
= 10’ |n(10 J+107 |n[10 J+107 In10’
X y

7
= 10’ In[10 ]+107 In(10 ]+107 In(10 j
X y 1

= NapLog x+ NapLog y—- NapLog1.
Damit ist klar, dass der;NlERsche Logarithmus eigentlich gar keine Logarithmokfion im heutigen Sinne
ist.

Wir haben bei der Diskussion derigELschen Skalen bemerkt, dass die Abstande in derefeisohen Skala zu
grof3 sind, um wirklich damit rechnen zu kénnen. &elznen wir die Zahlen in der geometrischen Skatagn

dann gilt bei SIFEL: 91 -3 ym praktisch brauchbare Logarithmentafel zu Hemen, muss offenba¥Pi* =1

i gi
gelten. N\PIER wahlte@ =1-10". Er gewinnt seine Logarithmentafel nun durch déze®@hnung von
i
10'(1-107)", n=0,1,2,3,...
und nennt n den Logarithmus der zalf (1-10")", also
y=Naplogx = x=10"(1-10")" .

Sind x, =10’ (1-10")¥1,x, =10’ (1-10")Y2, dann gilt fir den Quotienten

X1 —107@-107) vz
X2

Die Differenz zweier Logarithmen ist also nur abfignvom Quotienten der zugehdrigen Zahlen! ,Lodmrit
mus" heisst in etwa ,Quotientenzahl” und nun istrkiwvoher MPIER diese Namensgebung genommen hat.
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A Thewer A ficies :1
DESCRIPTION
OF THE ADMIRABLE"
TABLE OE LOGA-

e . s RITHMES:
[ MiRiFicT | (3 ' AT H P
‘ M“UF'C' A DECLARATION OR
.. o ,lt‘}_ o} _.-...,_T | H ) T]{ENiOST pLENIIFVLJEﬁ\SY, .

and {peedy vit thereof inbothkindes
of Tigonamertiz, 15 alfoin all
Mathemariea! cafealations,

/5 INVENTED AND PVELL
' i - . swen Iw Latin By Taar
ulfqun: ufu§, in utraque|| kg S L tenn Nuea
r.fgonomema,- rtettamim

Logarithmorum
Canonis defcriptio,

andrraniiaced i

o.uni Logiftica Mathemarica, e }_'nf.} by L'{:l;:cﬁ:ﬁﬁcﬁlunﬁ
dwphﬁanf,ﬂaﬂzmi,é :m:‘c‘us Bdarhema
expudivifiani explicatss, : setard 10ianE

el an Addivioz of an Tnffreementald Tuble
Authore ac Inventore, ta fudsthe pave proporlisnall, innemed &
IOANNE NEPER O, f ;J{;p'nu_q_x’f!.g!or, ard acfivibed i@ the ted
Barone Morchifonii, \ of the prage by Hrnsvintcs
e, Scod. 1= . Wcometey-veader at Geellam-

- | = i ek in Loxdon,

ﬁl' ernfod and apgrgued by the Authat,& pul-
EDI 7‘(5’9 RG!, _Eiﬂ\‘cd fince (hﬁﬁnth of the Tranflstor.
Exofficindi ANDREE HART o

Bréhiopite, clo. pc. x1v,

Abbildung 9: Originalausgabe von 1614 (links) und die englisthersetzung der Descriptio von 1619

Aufgabe 2.3.3:Man entwickle eine Maglichkeit, die Zahlet0’(1-10")" fur viele n zu berechneohnetat-
sachlich potenzieren zu missen.

Lésung: Wir nehmen an, dass die Zat0’ (1—10_7)k fur ein k bereits berechnet sei. Dann ist
10'(1-107)*1 =10"(1-107)* 1-107) =10’ (1-107)  -10’ 1-107)* n0™".
Multiplikation mit 1”7 ist nur eine Stellenverschiebung um sieben Steiteh links. Der neue Wert kann also

durch Subtraktion des um sieben Stellen verschobeoehergehenden Wertes vom vorhergehenden Wert be-
rechnet werden!

Aufgabe 2.3.4:Wieviel Schritte muss man rechnen, um die Statttah zu halbieren?

Losung: Wir suchen die Zahl n, fur di@-10")" =% gilt. Wenden wir den dekadischen Logarithmus amnd
folgt n III]og(l— 10’7)= Iog[ij =-log2, also n= _Io—gz_7
2 log(1-10"")
fertig mit seiner Logarithmentabelle! Tatséchlict ler nur mit kleinen Tabellen gearbeitet und Zimsoverte
interpoliert. Wer sich fur diese spannende Gesdhittieressiert, der sei aro@®STINE [6] verwiesen.

= 6931471 Da ware MPIER heute noch nicht

Die Mangel der MPiErRschen Logarithmen blieben auch\MERS Zeitgenossen nicht verborgen. Es gilt keine
echte Funktionalgleichung, sondern es muss stetskKbnstante subtrahiert werden (vergl. (8)). Whitegilt

NapLog10 = 0. Der Mathematiker ENRY BRIGGS (1561-1630) war begeistert von der Idee der Lolgaen
und besuchte APIER im Jahr 1615. Er hatte ein paar Verbesserungshiéige im Gepéack, namlich den heutigen
Logarithmus zur Basis 10.

3. Es werde Licht: Die Briggsschen Logarithmen

3.1 Henry Briggs
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HENRYBRIGGSist eine der interessantesten Figuren der Wis-
senschaftsgeschichte Englands, obwohl wir nur sedmig
von ihm wissen. Er gehorte zu den Puritanern, ereégio-
sen Stromung, die auf einfache Lebensweise undihai}
tung grofen Wert legte. Und seine Lebenszeit iidlitie
spannende Zeit des ausgehenden Elisabethanischtal- Ze
ters. Wir kennen kein Portrait, das ihn zeigt, @sdgab wohl
nie eines. Sein Grabstein in der Kapelle des Me@oflege
in Oxford ist von ergreifender Schlichtheit, wenames mit
Grabsteinen seiner Zeitgenossen vergleicht. Er eurf61
in Yorkshire geboren, studierte in Cambridge untggl 596
als erster Mathematikprofessor des Gresham Collegeh
London, wo er Geometrie und Navigation lehrte. &ein-
beiten in dieser Zeit sind aufregende Berechnurmygnrhe-
orie der Navigation, siehedBIAR[7]. Im Jahr 1619 war er in
England schon so beriihmt, dass er als erS&vile profes-
sor for geometryan die Universitat Oxford berufen wurde.
JOHN AUBREY, ein beriihmter Biograph der Zeggchrieb in
AUBREY[8] Uber ihn: ,Mr. William Oughtred nennt ihn den Abbildung 10: Die schlichte Grabplae
Englischen Archimedes®. Als er 1614aMNERs Descriptio im Merton College
kennenlernt, wendet er sich fir den Rest seinesrisden

Logarithmen zu. Er will einen Logarithmus, fiur den

loglC=1 gilt und NaPIER Stimmt zu!

Aber BRIGGS hat nicht nur eine Idee im Gepéck, sondern auth @eniale Strategie zur Berechnung seiner
Logarithmen. Durch die Wahl der Basis 10 ist

10°=1 o logl=0
10'=10  log10=1
10°=100 o~ logl00=2
usw. klar. Dann kann man aber auch mit gebroch&xeonenten arbeiten:

1
102 =4/10 o Iogw/f):%
1

10% =4+10 - Iogw/ﬁ)z%
10?13: \/\/ﬁ o Iog\/ﬁz% |
168 =\ - togEo =1

Das bringt BRIGGsauf die Idee, seine Logarithmen dufontgesetztes Wurzelzieherzu berechnen.

3.2 Die Berechnung der Briggsschen Logarithmen

1 1
Zieht man n Mal die Wurzel aus 1§, --4/10, dann ist das gleichbedeutend m@2" . Fiir ,groRe* n ist102"
1

nahe bei 1, genauetim 102" =1. Bei Experimenten (er muss Tag und Nacht gereclgesthrieben und tber-

n o
legt haben!) stellt er fest, dass der Logarithmus ¥+x, wenn er durch x dividiert wird, fur ,kleih& konstant
ist. Was heisst das? Er wird vermutlich die folgefi@dbelle gemacht haben.
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1+x log(1+x) lox(1+ x)
X
10 1 0.1
410 = 3.16227¢ 1 0.231
1
\10 =1.778279 1 0.321
1 0.375
{410 =1.333521 g
1 0.404
410 =1.154782 16
. 0.419
V10 =1.074608
s 0.427
V10 =1.036633
1 0.430
V10 =1.018152 12¢
1 0.432
J10 =1.009035 25¢
1 0.433
512
V10 =1.004507
1 0.434
1022

410 =1.002251

Wir wollen erst spater diskutieren, wikBGsdie vielen Wurzeln (ohne Computer!) gezogen haressant ist
jedoch, dass wir gerade den ersten Teil der bemimnBriIGGsschen Logarithmentabell@rithmetica
Logarithmicaberechnet haben, die erstmals in London im JaPd &8schienen ist und zur Grundlage samtlicher
spéaterer Tabellen geworden ist. Diese Logarithniatia ist so berihmt, dass sie noch heute gedmuirkit
(aber nattirlich nur aus historischem Interesse)a8s[10]. Die erste Seite ist in Abbildung 11 gezeigtuman
erkennt unschwer unsere kleine Tabelle am Anfaregleri
BRIGGS hat noch viel weiter gerechnet (und mit viel m&tellen, namlich 30) und ist dabei auf folgendes Ge
setz gestol3en. Er hat (bis auf 16 gultige Stellaaggerechnet, dass, in heutiger Bezeichnungsweise,
9 "mo@ =K =0.4342944819032518

X —
gilt. Versuchen Sie doch einmal, wie weit Ihr Tamutechner kommt!

Aufgabe 3.2.1:Wir kennen heute die Reihendarstellung des natigh Logarithmus’ in der Form

x?> x® x* x% x®

10 INnl+Xx)=x——+—-"—+——-"—=+_.,
(10) a+) 2 3 4 5 6

die fur alle x mit |x|<1 gilt. Beweisen Sie: DieiReist fur x=-1 divergent, aber fiir x=1 konvergent
Hinweis Der Beweis fir x=-1 ist trivial. Fiir x=1 ergibt siébrmal die Reihe

In2=1-—+=--—+=-= +....
2 3 4 5 6

Die Reihenglieder 1, 1/2, 1/3, 1/4, usw. bilden efranoton fallende Nullfolge. Man bezeichnet mit

se1dill, .1

2 3 4 n
die n-te Partialsumme dieser Reihe. Gehen Sie Wdéor:
(a) Zeigen Sie, dass die Abschatzungen
S, <S5, <S5<:<55, <551 <Syp_3 <-<53<§
gelten.
(b) Folgern Sie aus (a), dass die beiden FO@“)nsz,a.. und (SZH—l)nzl,z,s,..

(c) Zeigen Sie, dass die beiden Grenzwerte ausgéhjisch sind und die Gesamtreihe somit konvetgier

konvergieren.

Losung: Fur x=-1 ergibt sich formal die Reihe
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1111 [ 1.1.1.1 j
T e e el = S
2 3 45 2 3 4 5
und das ist die negative harmonische Reihe, dierdiert.

s (EJ(“J(“J (1-iJ+(1-1J
227" 2)\3 4) \5 6) “\2n-1 2n) \2n+1 2n+2)

Da die Folge der Reihenglieder eine monoton fakeNdllfolge bilden, sind alle Klammern positiv uddraus
folgt sofort S,, <S,,.+» Und damit istS, <S, <S; <---<S,,, bewiesen. Wegen

1 1) (1.1 1 1 1 1
SZn—l_l - ... - - -
2 3 4 5 2n-4 2n-3) \2n-2 2n-1

_ 11 11 1 1
So=t(3- 33 o)
2 3 4 5 2n-4 2n-3

folgt auch sofortS,,_; <S,,_3, da wieder alle Klammern positiv sind. Damit 8§, ; <S,,_3 <S,,_5 <:--<§;

und

und

bewiesen. Ein Blick aufS,,, und S,,_; zeigt auch sofortS,, :SZH_l—%, also S,, <S,,_;, was den Beweis

abschlief3t.

(b) Die F0|99(Szn)n=1,2,3,_,
raden Partialsumme) beschrankt. Damit konvergierfFdige. Die FoIge(SZn_l)n:l’Z’&“ ist monoton fallend und
wegen (b) durcts, nach unten beschrankt, also ebenfalls konvergent.

ist monoton wachsend und wegen (b) nach oben d8r¢hnd jeder anderen unge-

(c) Die Differenzenfolge istSZn_l—SZn=% und daher folgtrlifrl(SZn_l—Szﬂ)=rli£r20%=0, also sind die

Grenzwertelim S,,,_; und lim S, identisch und damit konvergiert die Ausgangsreihe.
n oo n -oo

Aufgabe 3.2.1:Beweisen Sie mit Hilfe der Reihendarstellung (@8 der Beziehung (1), dass
(11) lim 109 +X)
X

=loge
X -0 g
gilt.

Losung: Mit (1) gilt log(L+x) =logelIn(l+Xx). Unter Verwendung der Reihendarstellung (10) astrd
log(+x) _ g X XX XX

Fur x - 0 geht der geklammerte Ausdruck gegen 1 und damidt\wir fertig.

Warum war BRIGGS so sehr an der Konstanten K und der Beziehunm{®&essiert? Fir kleine x ist er damit in
der Lage, den Logarithmus von 1+x einfach durch

log(Ll+x) = Kx
zu berechnen! Und damit liegt dariBGssche Programm zur Berechnung der Logarithmen ver un

A). Man benétigt die Logarithmen nur von Primzahfgndenn jede natirliche Zahl ist das eindeutiged &kt
ihrer Primfaktoren.

1
B). Fur jede Primzahl p ziehe so oft die Wurzes, p?" =1+ x mit einemx =107,

1
C). Dann folgtlog[p2n Jzz—lnlog p=log(1l+x) = Kx und damitlogp=2"Kx.

Da BriGGs mit 30 Stellen arbeitete, konnte er sicher seissdlie ersten 16 Stellen wirklich stimmten. Diaene
Berechnungsweise der Logarithmen durch fortgesettarzelziehen birgt einen enormen Vorteil vor -
thode von MPIER: Wahrend bei WPIER jeder Logarithmus auf den vorher berechneten Hasiel sich damit
Rechenfehler durchziehen, haben Rechenfehler beBriecschen Methode keinerlei Auswirkung auf weitere
Logarithmen.
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Nun mussen wir aber noch den ,Flaschenhals" dac8sschen Methode diskutieren: Das fortgesetzte Wurzel-
ziehen. Wie macht man das, so ganz ohne Computed®rl Schule lernt man das iterativ arbeitende htero
Verfahren kennen, aber damit 50 Mal die Wurzel iehen, und das fur Tausende von Zahlen, ist einféctt
praktikabel — so lange lebt kein Mensch! Habendein brillianten Geist von ENRY BRIGGS schon aufleuchten
gesehen, so wird er jetzt strahlemiBGs erfindet dieDifferenzenrechnungum Wurzelziehen!

To D ARITHMTICA E
N aeri conthyne Medi inter Denarinm & Vanitatem. Logarithmi Rationales.
Io. 1,000
1,31622,77660,16837,93319,98893,54 0,50
2{17782,79410,03892,28011,97304,13 0,28
3|13335,21432,16332,40256,65389,308 0,125
4|11547,81984,68945,81796,61918,213 0,062§
5110746,07828,32131,74972,13817,6538 0,0312§
6110366,32928,43769,79972,90627,3131 ©,01562,5
7 101_81,yxy,n,yxs18,1841»4.,73723,8144 0,00781,25
8|£0090,35044,84144,74377,590905,1391 0;00390,625
9|10045,07364,25446,25156,64670,6113 0,00195,312§
10|10022,51148,29291,29154,65611,7367 0,00097,6562§
1110011,24941,39987,98758,85395,5 1805 0,00048,82812,5
12 |1000§,62312,60220,86366,18495,91839 0,00024,41406,2§
—calrAanad QrrvK AQemQ ATann ARnitA Lisne

~mAmATA ANAY TAE

Abbildung 11: Der Beginn der ersten Seite der Tafeln in Aritheantogarithmica

3.3 Das fortgesetzte Wurzelziehen

Ziehen wir fortgesetzt Wurzeln aus der Primzahl,meBerhalten wir die folgende Tabelle:

3 = 3.000000000
w/§=35l ~ 1.732050808
JW3=3¢ = 1.316074013

3% =~ 1.147202690

31716 ~ 1.071075483

3? =~ 1.034927767

3% = 101731399

3128 = 1.008619847

BRriGGserkennt in den Werten dieser Tabelle nunhirster! Die Vorkommastelle ist véllig unerheblich und

51

hat nur etwas mit der Gréf3enordnung der ZahlemzuSo istlog5.1= Iog(f)j =log51-log10=log51-1.

Wir notieren also nur die Nachkommastellen und eitlen unsere obige Tabelle etwas um:

n Wurzeln Z(n)
0 3 0000000000
1 1 732050808
32
2 1 316074013
34
3 1 147202690
38
4 1 71075483
316
5 1 34927767
332
6 1 17313996
364
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Was ist nun BiGGsdaran aufgefallen? Er bemerkt, dass jeder Eintragr Spalte Z(n) etwa die Halfte des
vorhergehenden Eintrags ist. Das stimmt noch rgahtam Anfang der Tabelle, denn (1.)00000000Gisiojch
weit vom Doppelten von (0.)732050808 entfernt, afieras weiter unten stimmt die Beobachtung schoz ga
gut. Um seine Uberlegung zu uiberpriifen, erfindatBsdie erste BRiIcGssche Differenz

BY :=%Z(n)—Z(n+1).

(12)
Aus unserer Tabelle berechnen wir
BY =
Bl = %2(1)— Z(2)=

51

1 8619847

3128

und tragen die Differenzen in unsere Tabelle ein.

%Z(O) —Z(1)= 0000000006 732050808 267949192

132050808 316074013 49951391

Wurzeln Z(n) B
3 0000000000
267949192
1 1 732050808
32
49951391
2 1 316074013
34
10834317
3 1 147202690
38
2525862
4 1 71075483
316
609975
5 1 34927767
332
149888
6 1 17313996
364
37151
7 1 8619847
3128

Wieder blickt BRiIGGs auf die Tabelle und nun fallt ihm auf, dass dietiige in der Spalte der ersten
BRIGGsschen Differenzen sich jeweils vierteln. Diweite BRIGGSsche Differenzist damit

(13)

die wir ebenfalls in die Tabelle eintragen:

1

BS :=ZB{] —B{Hl,

Wurzeln Z(n) B! BS
3 0000000000
267949192
1 1 732050808 1703590
32
49951391
2 1 316074013 165353
34
10834317
3 % 147202690 18271
3
2525862
4 1 71075483 21491
316
609975
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5 1 34927767 2606
332
149888
6 = 17313996 321
364
37151
7 = 8619847
3128

Und wieder sieht BiIcGsein Muster, denn die Zahlen der zweiten Differenaehteln sich ungefahr. Also wei-
ter mit derdritten B RIGGSschen Differenz

(14) B ::ésg -BS*™,
die wir wieder in der Tabelle notieren wollen.
Wurzeln Z(n) B! B B
3t 0000000000
267949192
1 1 732050808 1703590y
32
49951391 475957
2 1 316074013 1653531
34
10834317 23974
3 1 147202690 182717
38
2525862 1349
4 1 71075483 21491
316
609975 80
5 1 34927767 2606
332
149888 5
6 1 17313996 321
364
37151
7 1 8619847
3128

Nun ist klar, wie es weitergeht, denn die Zahleden Spalte der dritten Differenz sind etwa einf2etintel der
vorhergehenden Zahl, was zur Definition dierten BRIGGSschen Differenz
1
n

15 B} =—Bj-Bj"
(15) 4=7g37 "3
Anlass gibt:
Wurzeln Z(n) B BY B B}
3 0000000000
267949192
1 1 732050808 1703590
32
49951391 475957
2 1 316074013 1653531 5773
34
10834317 23974
3 1 147202690 18271y 149
38
2525862 1349
4 1 71075483 21491 4
316
609975 80
5 1 34927767 2606 0
332
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149888 5
6 1 17313996 321
364
37151
7 1 8619847
3128

Und nun sind wir an der entscheidenden Stelle amgeien: In der Spalte der vierten Differenzen isedl
entstanden. Wir erleben jetzt die Entstehung dffe@nzenrechnung. WeB = 0, werden alle weiteren vier-

ten Differenzen ebenfalls Null, also auai =0. Die Differenz zur Berechnung vdaf, ware aber nach (15)
1
B =—B3-B$
4 16 3 3
und daraus kénnen wir — sozusagen ,rickwarts" —aeh fehlenden WeﬂBg in der Spalte der dritten Diffe-
renzen berechnen. Es ergibt sich
1 1
BS=-—B3-B3=—5-0=0,
16 ° Tt 16

weil das Ergebnis unsere darstellbare Genauigkeérschreitet (wir unterschreiten die Ziffer 1).Mschauen

wir in die Spalte der zweiten Differenzen. Dort Ifetter Wert BS, den wir nun aber auch riickwarts aus (14)
berechnen kénnen:
BS :%Bg-sg :3321—0:40,
wobei die ,Nachkommastellen* bei 40.125 wieder anserem Darstellungsbereich herausfallen. Jetztdwn
wir aber auch den nachsten fehlenden Wert in dalt&der ersten Differenzetﬁif, aus (13) berechnen:
B? =% B/ -BJ =%37151— 40=9248,

denn 37151/4-40=9247.75 und das ist in unserenerdgfystem gerade 9248. Nun kommt das eigentlicek Zi
unserer Ruckwartsrechnung: Die Bestimmung der wnfrgien Wurzel Z(8) aus (12):

Z(8)= % Z(7)-B{ = %8619847— 9248= 4300676

Damit ist es RIGGS gelungen, alle weiteren Wurzeln in der Tabellecubifferenzenbildung innerhalb der
BRrRIGGsschen Differenzen zu berechnen; er braucht aldu mehr tatsdchlich Wurzeln zu ziehen!

Wurzeln Z(n) B! BY B B}
3 0000000000
267949192
1 % 732050808 17035907
3
49951391 47595y
2 3% 316074013 1653531 5773
10834317 23974
3 3% 147202690 18271y 149
2525862 1349
4 1 71075483 21491 4
316
609975 80
5 1 34927767 2606 0
332
149888 5
6 1 17313996 321 0
364
37151 0
7 1 8619847 40
3128
9248
8 1 4300676
3256
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Diese Erfindung — die Differenzenrechnung — hat résht nur HENRY BRIGGS ermdglicht, seine
Logarithmentabellen zu berechnen, sondern hat iBregeszug quer durch die Mathematik angetretematzh
heute anhéalt. In der numerischen Mathematik basizadllose Algorithmen auf der DifferenzenrechnuBig-
logen, Chemiker, Ingenieure und Okonomen modetiierét Hilfe von Differenzengleichungen und nicht-zu
letzt liegt das Rechnen mit Differenzen der Diffemi@alrechnung zugrunde, aber davon konntecBs noch
nichts wissen.

Aufgabe 3.3.1: Als Strafarbeit ist eine Tabelle der ersten 100rt&/edes Polynomsp(n)=n’+4n+6,
n=0,1,2,3,... zu erstellen. Schiler Joshua femigihsam eine Tabelle der folgenden Form an:

p(n)
6
11
18
27

WIN|FR|O|S

Und bricht dann bei n=20 entnervt ab, weil das Kegfnen immer schwieriger wird. Schilerin Sophie-
Charlotte hingegen notiert die Differenzetp(n) = p(n+1)—p(n), A%p(n)=AAp(n)=Ap(n+1)—Ap(n) und
A%p(n) mit (Achtung! Das sinceine BRIGGSschen Differenzen, sondern einfacterwartsdifferenzenund
erhélt so die folgende Tabelle:

n pn Ap(n) Ap(n)  A°p(n)

0 6
11-6=5
1 11 7-5=2
18-11=7 2-2=0
2 18 9-7=2
27-18=9 2-2=0
3 27 11-9=2
38-27=11 2-2=0
4 38 13-11=2
51-38=13
5 51

Nun schnippt sie begeistert mit den Fingern, déasight jetzt auf einen Blick, dass sie die Tabelhine weite-
re Multiplikation ausfiillen kann. Wie kann das ein

Losung: Schreibt man die Tabelle weiter, dann kann matigrSpalte fiir die zweite Differenz immer die 2
eintragen. In der Spalte der ersten Differenz tretgr Zahlen auf, die in der Differenz 2 ergebelsoAst der
nachste Eintrag in dieser Spalte 13+2=15 und diatrtie Differenz zwischen p(6) und p(5) gleich d%.
p(6)=p(5)+15.

n p(n) Ap(n) A’p(n)  A%p(n)
4 38 2
13 0
5 51 2
13+2=15 0
6 51+15=66 2
0

Und so geht nun das Auffiillen dieser Tabelle vartntg nach links nur durch Additionen ganz einfachsich,
so wie es HNRY BRIGGSvor 400 Jahren entdeckt hat.

3.4 Das Binomialtheorem

Jeder weil3, wie wichtig in der Mathematik die Birega+b)" sind. Kennt man die Definition d&nomial-
koeffizienten
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(16) [n]; n(n-1)(n-2)---(n-m+1)
m 120B---m
(lies: ,n Gber m“) fir nichtnegative ganze Zahtemm , dann ist

e ol |
n- n

Die Binomialkoeffizienten finden sich imaBcALschen Dreieck wieder, aus dem man sie auch gutloeze
kann.

Aufgabe 3.4.1:Beweisen Sie, dass fUr nichtnegative ganze Zatdem
nj_ n!
m/ m (n—m)j!
gilt, wenn n! die Fakultatsfunktion ist, die durch
1[2[(3[4---n fur n=123,..
1 fur n=0

nl=
definiert ist.
Losung: Man erweitert (16) mit (n-m)!.

Schon weniger bekannt ist die Tatsache, dass dsiauEall von rationalen Koeffizienten eine analddgrstel-
lung gibt, die auf$AAC NEWTON zuriick geht. DieseBinomialtheorem ist von kaum zu Uberschatzender Be-
deutung fur die Entwicklung der Analysis gewesed lautet;

Binomialtheorem: Gilt a<|b| und ist g rational, dann gilt

(a+ b)q — aq + qaq—1b+ q(qu) aq—ZbZ + q(q_l)l(q_ 2) aq—3b3 +..

2! 3
(17)
= [qjaq + [q]aq_lb + [q]aq_zb2 + [q]aq_3b3 +...
0 1 2 3

Warum konnte dieses Theorem im Zusammenhang mitdearithmen fiir uns interessant sein? Denken wir a
BRIGGS geniale Methode der Logarithmenberechnung. Dohtze wiederholt Wurzeln aus (1+x), wobei x sehr
klein ist. Das Binomialtheorem fiir a=1, b=x und (Zlhutet
1
(18) (1+x)2=1+1x—1El 24 108 o 1008 0,
2 204 2146 214618
Kdnnen wir diese Entwicklung vielleicht schon be&iiBGsfinden?

Zur Vervollstandigung unserer Notation definierein die nullte BRIGGSsche Differenz By = Z(n). Dann

erhalten wir mit (12):Bf :%Z(n)—Z(n+1):% Bj - Bj*™, also

(19) Z(n+1):%Z(n)— BI.

Diese Beziehung wollen wir weiter ausschlachtenwsrduchen, die erste Differenz zu ersetzen. Damabh-
ten wir die Definition der zweiten Differenz (13),
1 1
3= BB
Wir nehmen nun eine Indexverschiebung vor, und zwasetzen wir n durch n-1 und erhalten

B! :2—12 B - BS™, was wir in (19) einsetzen, um
1 1 - _
(20) Z(n+1)=EZ(n)—?Bf t+B)t

. . . . 1 .
zu erhalten. Jetzt versuchen wir uns weiter anzdeiten Differenz. In (14):Bj =?Bg -B5*™ nehmen wir

eine doppelte Indexverschiebung vor, in dem winurcl n-2 ersetzen und
a_ 1 on2 -2
B = =3 B “-Bj

erhalten, was wir in (20) einsetzen:
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1

1 1 - - -
(21) Z(n+1)=EZ(n)—?B{‘ l+¥Bg 2+B52
Im nachsten Schritt ersetzt ma&} 2, usw. und erhalt schlieRlich eine unendliche ReléieForm
1 1 na. 1 no 1 o DX .-
(22) Z(n+1):EZ(n)—?B{‘ 1+¥BS 2—¥Bg RETIE - RS

Wir wissen bereits, dass diRBGsschen Differenzen irgendwann sehr klein werdengiBsalso einen Index
K, so dass

1
2K
gilt. HENRY BRIGGS hat in derArithmentica Logarithmica&=9 gewahlt und die Reihe (22) kann bei k=K abge-
brochen werden.
Kommen wir zuriick zum fortgesetzten Wurzelzieherunserer Notation gilt immer

1+Z(n)=4/1+Z(n-1).

n+l n+2 _ 1 n
Bk~ Bk1 =1 Bk

n+l _
Bk = oK+

Wegen B :% B{'-Bj = % Z(n-1)-Z(n) und wegen(l+ Z(n))* =1+ Z(n-1), also Z(n-1) = 2Z(n)+ Z(n)?
folgt
(23) By =2 22(n)+ 2(n%) - 2() = S 2(n)”.
Die nachste Differenz in (22) isB) 2,
2 1 oon one
(24) BS 2=?Bf 2Bt

Die Differenz B{‘_l haben wir gerade berechnet uB{iT2 folgt aus einer einfachen Indexverschiebung i) 28
Bf =%Z(n—1)2.

Damit ergibt sich aus (24)

L, 1(1 1
BY 2=—(—z n—12j——Z n)2.
2 =523 (n-1) > (n)

Nun ist aber wiedet + Z(n) =4/1+ Z(n—-1) und damitZ(n-1)=2Z(n)+ Z(n)?, was auf

(25) By =2—12[§ (2z(n)+ Z(n)z)zj—%zm)z = 2200+ S 2"

fuhrt. Wir wollen an dieser Stelle innehalten. Gemae oben ergibt sich fiir die nachste Differenz
(26) By =2 2+ 20"+ L 2P + 2 2+ Z(0)®

und so weiter, bis man schlie3lich auf

(27) B§® = 2805527Z(n)*°

kommt.

Die soeben durchgefiihrten Berechnungen atG8sin BRIGGS[9] Ubrigens selbst durchgefihrt, was Abbil-
dung 12 beweist.
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18 ARITHMETICA
10077,696 Poterunt etiam he differentie inveniri pro dato quolibet nu-
46|10038,77283,33696,24566,38465,5% mero, licer continue Medij nulli- dati fuerine, Nam fi dati nu-
45]10019,36766,13694,66167,58702,29 meri differentia fupra vnitatem , feipfam fuofque factos aliquo-
4.4/10000,67914,63909,90172,88907,20 ties multiplicet , ut qjuldem differentie aliquot poteftates ha-
3|r0004,83840,26884,66298, 54925,35 4 beantur,nempe Q{afiratus, Cubu.s, Biquadratus, &c. erit Dif-
42|10002,31890,87882,46856,3808 7,27 A ferentia fecunda {emiffis Quadrati, relique etiamut hic vides.,
2,41920,13442,33149,27462,67 4
29,25559,86292,89375:40 gl (Secunda (%)
4Il10001,20938,12630,71345,94391,04 4 { Tertia ;g;%—l—;(@ ;
1,20045,43941,23428,19043:63 14 | o | Quarta LHHOHIOHETHS)
7,31301,52082,24651,69 'B £ |Quinta z§®+7@+m‘,é@+ué§f@+, 1475
n313bendizsnasisls i7\5 Sexta 1330S IK D296 A H34 D) 053 ©)
A90,97692015 15 Septima 1224 7-HIs 10 8+ 1147540068372, 580
40,10000,60467,23 505,53096,801 60,05 (A O&ava 193754 471515 ;S‘\+70684Ié}‘§~i®
Goidpeiars8s67271o507 i) |Nom sasoriDassbass @
1,82814,32576,17035,02 B {Decima 2801 by
1,82825,38020,56162,02 1B 5727@®
11,0§444,39127,00 C
11,0§561,37211,52 ;C|  Horum omninm fpecimen in numeris hic pofitis exhibetur,
S 116,98084,52 D| InIftis autem extremis maxime cavendum , ne poteftatum
39 10000,30233,16050,56577,5964.7,04 A aliqua alieno loco ponatut, proprius accedens vg:l longius rece~
30233,61752,76548,40080,02 1 4 dens ab Vnitatis loco quam oportuit. (;um enim V}utas , La-
45702,19970,80432,08  B|tWS» (l}lladratus , Cubus, 8§c. lﬁm: continue proportionales ; fi
45703,58144,04258,08 4B |Latus ficpars centefima Vnitatis , fecundun} ab ea occupans lo-
1,38173,23826,00 C|cum: Erit Quadratus pars cen@ﬁma Lateris, in loco quarto ab
1,38180,54800,87  4C | Vnitate ponendus. & quo longius progredimur, eo remotius
7,31063,97 D |locand= funt poteftates fubfequentes, ut vides *.*
7.21720.2R 2D

Abbildung 12: Die BRIGGSschen Berechnungen, die zum Binomialtheorem fiihren

BRIGGSkennt noch nicht die Exponentenschreibweriﬁesondern schreibZ(n)? als ® . In der ZeileDecima

erkennen wir unschwer unsere Differenz (27), 280¢.1%/= 2805527 (n)™°.
Jetzt setzen wir nur noch (23)-(27) in (22) ein enidalten

1
1

! 1038 s 10305

28 1+2(n))2 =1+ =
(28) d+Z(m) 2[416 2[41618

11 2 4
Z(n)- Z(n)"+ Z(n)" ...
(n) W (n) (n)
Das ist aber nichts anderes als das Binomialthediierden Spezialfall q=1/2. #NRY BRIGGSkannte also das
Binomialtheorem zumindest fiir ,seinen” Spezialfdiés Wurzelziehens. Es ist sicher, dasswvfON die

Arithmetica Integrain seiner Bibliothek hatte; ob er die Idee fir sBimomialtheorem aber bei der Lektiire
bekommen hat, ist nicht nachweisbar.
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3.4 ,Moderne“ Logarithmentabellen

32 Die Briggschen Logarithmen.

L e B I R B

1000 | 000 000 043 087 130 174| 217 260 304 347 391

1001 434 477 521 564 608| 651 694 738 781 824

1002 868 911 954 998 %041 ]+084 «128 +171 #214 258

1003 |001 301 344 388 431 474| 517 561 604 647 690 m

1004 734 777 820 863 907| 950 993 +036+080123 | 144
2| 8,8

1005 002 166 209 252 296 332| 382 425 468 512 555| 3134

1006 593 641 684 727 771| 814 857 900 943 986 | sano

1007|003 029 073 116 159 202| 245 288 331 374 417{ |as

1008 461 504 547 590 633| 676 719 762 805 848| {304

1009 891 934 977 «020 =063 | +106 +149 192 «235 +278

1010 o004 321 364 407 450 493| 536 579 622 665 708

1011 751 794 837 880 923| 966 =009 s052 095 +138 ;

1012 |005 181 223 266 309 352 395 438 481 524 67|

1013 609 652 695 738 781| 824 867 909 952 995{

1014 006 038 081 124 166 209| 252 295 338 380 423 | a ‘;:‘
3(12,9

1015 466 509 552 594 637| 680 723 765 808 851| siA1s

1016 894 936 979 +022 #065 | +107 x150 #193 236 +278 |  §/238

1017 |007 321 364 406 449 492) 534 577 620 662 705{ s[34s

1018 748’ 790 833 876 918| 961004 »046 =089 #1352 187

1019 §008 174 217 259 302 345| 387 430 472 515 558

1020 600 643 685 728 770| 813 855 898 941 983

1021 {009 026 068 111 153 196| 238 281 323 366 408

1022 451 493 536 578 621| 663 706 748 791 833 42

1023 876 918 961 s003 »045 | +088 +130 173 +215 4258 | 1] #2

1024 010 300 342 385 427 470| 512 554 597 639 681| 3jiae

1025 724 766 809 851 893| 936 978020 40635105 | slaes

1026 |011 147 190 232 274 317|-359 401 444 486 528 71333

1027 570 613 655 697 740 782 824 866 909 951| l378

1028 993 +035 %078 120 #162 | #204 247 289 #331 373

1029 012 415 458 500 542 584| 626 663 711 753 795

1030 837 879 922 964 %006 | %048 090 +132 #174 217

NolLo0 1 e g 4athbs e e 9l pip

Abbildung 13: Eine Seite aus meiner alten Schullogarithmentafel

Abbildung 13 zeigt eine Seite aus
einer flnfstelligen Logarithmentafel
meiner Schulzeit, mit deren Hilfe wir
die einfache Aufgabel021.8[10C.45
l6sen wollen. Da Kommastellen keine
Rolle spielen, missen wir die Loga-
rithmen von 10218 und 10045 finden.
Ein Blick in die Tafel liefert log
10218=009 366 und log 10045=001
950. Addition der Logarithmen liefert
011 316. Wir finden in der Tabelle
den Logarithmus 011 317, zu dem die
Zahl 10264 gehort. Man kénnte hier
innerhalb der Tabelle noch interpolie-
ren, wozu die jeweils Sparte ,P.P."
(partes proportionales) dient, aber uns
soll die Genauigkeit hier reichen. Da
unsere Faktoren vier- bzw. dreistellig
waren, muss das Ergebnis mindestens
funfstellig sein. Wir erhalten also
1021.8110C.45=10264(,
im Vergleich zu 102639.81 auf dem
Taschenrechner.
Solche Logarithmentabellen waren bis
in die 1970er Jahre hinein unentbehr-
lich fur alle ,rechnenden“ Berufe —
Mathematiker, Naturwissenschaftler
und Ingenieure. Auch der Rechen-
schieber war ein ,logarithmisches”
Rechenhilfsmittel, bei dem direkt mit
StiIFeLschen Skalen (in viel feinerer
Unterteilung) gerechnet wurden.

Abbildung 14: Rechenschieber
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4. Der Verlierer: Jost Birgi

4.1 Ein Uhrmacher aus der Schweiz

Der 1552 in St. Gallen geborene SchweizesTBURGI war ein Uhr-
und Instrumentenmacher von Rang und auch als Astnotétig und
wurde von KePLER als Himmelsbeobachter hoch geschatzt. Im Jahr
1620 verdffentlicht er

Aritmetische vnd Geometrische Progre3 Tabulen mkta
griindlichem vnterricht / wie solche nitzlich inealey Rech-
nungen zugebrauchen / vnd verstanden werden sol.

und publiziert damit eine vonA®IER und BRIGGS unabhangige Loga-

e Ay = rithmentafel.
Y Di§ boch zciger Wnitlich, aen W|¢ man bei ROPFKE [10] und auch in L;TSTO_RF [11] Ies_,en kann,
] wie begritfen werden kan berichtete RIMARUS URSUSDITHMARSUS, ein Zeitgenosse BRGIS, in
e gigl;erniz.tck]m—q inflrument  £§ Fundamentum astronomicu@®trallburg 1588), dass dieser sogar be-
b ol e b b, reits 1588 Uber Moglichkeiten verfiigte, seine Benemgen zu verein-
L BANGT (cH GROSZER HERRN GVN fachen. Dies mdgen bereits die Logarithmen gewesém denn der
RGPS A e ] Schiler und Schwager UBGIS, BENJAMIN BRAMER, schreibt, siehe
TROPFKE[10]:

Abbildung 15: Jost Birgi

[...] Auff diesem Fundament hat mein lieber Schwaged Praceptor Jobst Birgi vor zwantzig vnd

mehr Jahren eine schéne progref3-tabul mit ihrerfdBgihtzen von 10 zu 10 in 9 Ziffern calculiert auch
zu Prag ohne Bericht in Anno 1620 drucken lasserd gt also die Invention der Logarithmen nicht

dess Nepereri, sondern von gedachtem Birgi (wiehsslvielen wissend vnd ihm auch herr Keplerus
zeugniss giebt) lange zuvor erfunden} [...]

BURGI, der sich einige Zeit in Diensten vowBOLPH II. in Prag befand, traf dort auckhlANNES KEPLER Ob-
wohl sich beide Manner kannten und sogar befreuwdetn, schwieg BrGI Uber seine Logarithmen, so dass
KEPLERImM Vorwort seineiRudolphinischen Tafeltadelnde Worte fand:

Allerdings hat der Zauderer und Geheimtuer das ebogene Kind verkommen lassen, statt es zum all-
gemeinen Nutzen grol3 zu ziehen.

Diese UbermaRige Zurickhaltungsis ist sicher einer der Griinde dafir, dass sictBdrGischen Logarith-
men nicht durchgesetzt haben.

BURGIs Logarithmen basieren ebenso wie diePieRschen auf 8FeLs Idee der A- und G-Skalen. Die Loga-
rithmen heiRen bei BRal die roten Zahlen die Argumente diSCHWARZENZAHLEN (AuRerst bemerkenswert:
Die Progrel3 Tabulenvurden auch tatsachlich zweifarbig gedruckt).

4.2 Burgis Logarithmen

Im Gegensatz zu APIER verwendet BRGI den Quotienten
(29) 911 =1 0001
gi
und bildet die Folgeg; = (1+ 10"")i der schwarzen Zahlen. Die roten Zahlen bilden gagesine arithmetische
Folge mit g =10li, d.h. der BRGIsche Logarithmus erfillt die Beziehung
(30) BurgiLog (g) = BrgiLog (1+10™*)') =100
und damit erhalt man diel®&Gischen Skalen:

10 20 30 40 50
1+10%  @+10%2 (@+10%)° (@+10H* @+10%)°
1 1.0001 1.00020001 1.00030003 1.00040006 1.0C@EML

= O
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Abbildung 16: Eine Seite der Progrel3 Tabulen

In Abbildung 16 ist eine Seite aus)BGIs Progrel3 Tabulerzu sehen. Die roten Zahlen stehen in der Kopfzeile
und - zur feineren Unterteilung - in der erstenl@paille weiteren Werte sind schwarze Zahlen, assdman
eigentlich von einer Antilogarithmentafel sprecheiisste. Wenn wir den Logarithmus (d.h. die rotel)Z4800
suchen, dann schauen wir in der Spalte 3500 unigirZeile 500, denn 4000=3500+500. Dort finden aén
Eintrag ....80816. Die Punkte ersetzt man durchZiffern 1040, die man etwas hdher als ersten t#oildigen
Eintrag in der Spalte 3500 findet. Damit habenaus der Tafel abgelesen:

BiirgiLog1.0408081= 400C.
Woher stammt das Dezimalkomma? B&LBSTINE [6] und ebenso beiROPFKE[10] findet man die Annahme,

dass BRGIs Tafel mit BurgiLog1®® =1beginnt, vergl. Abbildung 15. Diese Annahme staramg der Verwen-
dung eines Kommasymbols belBGI; er schreibt fir 230270.022
o
230270022
was man bereits auf dem Titelblatt in AbbildungelrfBennen kann. Da der erste Eintrag in der TafelZaihl
100000000 ist, liegt die Annahme also nahe. Allggdiunterscheidet naclvtSToORF[11] BURGIzwei Félle von
Zahldarstellungen und das diakritische Zeichendfis Komma wird nur flr Zahlen grof3er als 10 verveénd

Ganze Zahlen zwischen 0 und 10 werden ohne Komutaaeigeschrieben. Daher darf man den ersten Eintrag
in der Tafel aus Abbildung 15 aBurgiLog1=0 lesen.

Da der BIRGIsche Logarithmus wegen (29) zudem eine monoton sesxcte Funktion ist, sieht schon alles nach
einem im Vergleich zu NPIER sehr modernen Logarithmusbegriff aus.

Sucht man in den BGischen Tabellen diejenige Zahl, fir die der Loganits 1 ist, dann findet man
2.71814593 und das ist naturlich die Basis désd@schen Logarithmus. HatteUBGI etwas genauer gerechnet

und an Stelle vorL+10™* besserl+10° verwendet, ware die Basis 2.71828047 gewesen bewsts in den

ersten finf Nachkommastellen mit der Eulerscher dltbereinstimmt. Aus (30) sieht man sofort, dassich-
lich die Folge

(1+ j OmTT- e
n

hinter der Basis steckt.URGlI hat also Logarithmen zur Basis e entwickelt.
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Damit ist BURGI der Entdecker des natirlichen Logarithmus. Tratzd& er der eigentliche Verlierer um die
Entdeckung der Logarithmen. Zum Einen war er selMudil etwas zurtickhaltend; nicht einmat ERgegen-
Uber hat er seine Logarithmen erwahnt. Zum Andevan er aber ,nur* ein Handwerker und seiReogrel}
Tabulenwurden wohl deshalb nicht gelesen. HatEePKeR zuerst die BRGIschen Logarithmen gekannt, wéare
die Geschichte vielleicht anders verlaufen.

5. Epilog

Die Bedeutung der Logarithmen in den vergangenarhdaderten von ihrer Entdeckung zu Beginn desnl7te
Jahrhunderts bis zum Beginn des Siegeszuges deh@raschner und Computer ist heute kaum noch as-erf
sen. Neben einem Einblick in ein historisch faszi@ndes Gebiet bietet die Beschaftigung mit deratidgnen
aber auch viel gehaltvolle Mathematik, denn marti@rnicht nur das Rechnen mit Exponenialfunktione
sondern erlebt auch die Geburtsstunde der Differerezhnung, die leider bis heute in der Schulestiafmit-
terlich behandelt wird. Geht man derRiBGsschen Idee nach, dann st63t man auf das Binonmiaétheund von
dort aus eroffnet sich dem Neugierigen ein ZugamgAnalysis. Auch 400 Jahre nach den ersten Ldgagh
bleibt die Beschaftigung mit den Logarithmen eides Kraftzentren unserer modernen Mathematik urrd ve
dient allein deshalb Aufmerksamekeit.
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Abb. 1, 2, 7, 8 und 10: selbstgemacht

Abb. 3: (Skalen aus der Arithmetica Integra) ausétBVanner-Analysis by ist history (Springer)

Abb. 4: aus Wikipedia

Abb. 5, 6: aus John Napiers Buch zu den Rechens(@bgersetzung ind Englische ca. von 1980)

Abb. 9: aus dem Internet (Early English Books Omel).i

Abb. 11,12: aus dem Nachdruck der Arithmetica Ligarica, Olms Verlag

Abb. 13: aus (m)einer alten Logarithmentafel (5Immre)

Abb. 15: aus Wikipedia

Abb. 16,17: aus Goldstine — A History of Numeriéalalysis from the 16th to the 19th century (Sprint@77)

Besonderer Dank gilt Herrn Jan Meyer (Rosenheimjifé Freigabe des Fotos von Abb. 14.
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