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Aufgaben zur Stereographische Projektion
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Nur die mit * gekennzeichneten Aufgaben konnten auf der Herbstklausur des
Mathematikseminars am Gymnasium Starnberg durchgefihrt werden. Die
Losung dieser Aufgaben ist angegeben. ° kennzeichnet Aufgaben, bei denen nur
teilweise eine L dsung angegeben ist.

Grundlagen
Die Kuge
Definition und grundlegende Eigenschaften

Stellen Sie die Gleichung des Kreises auf, dessen Durchmesser digjenige Strecke auf

X
der Geraden — + % =1 ist, die von den Koordinatenachsen abgeschnitten wird.

a

Gesucht ist der Abstand des Mittelpunktes des Kreises x* + y? + ay = 0 von der
Geradeny = 2(a- X).

Bestimmen Sie die Bahnkurve des Punktes P(x%4), der sich so bewegt, dass die
Summe der Quadrate seiner Abstande von der Geraden y = mx und y = - mx konstant
bleibt und gleich & ist.

Eine Ellipse, die symmetrisch zur x-Achse und zur Geraden x = - 5 liegt, geht durch
die Punkte (-1%41,8) und (-5%8). Stellen Sie die Gleichung der Ellipse auf.

Gegeben ist eine Ellipse x? + 4y* = 16. Von ihrem Scheitel A(4¥9) aus werden ale
moglichen Sehnen gezogen. Bestimmen Sie die Gleichung der Menge aller
Sehnenmittel punkte und zeichnen Sie die Kurven.

Stellen Sie die Gleichung der Ellipse auf, die durch den Punkt A(a%2a) geht und deren
Brennpunkte sich in den Punkten F,(a%8) und F,(-a%2a) befinden.

Gesucht sind Mittelpunkt und Radius der Kugel
X2+ y?+72-3x + 5y -4z =0.

Stellen Sie die Gleichung der Kugel auf, die einem durch die Ebenen
3x-2y+6z-18=0,x=0,y=0undz =0 begrenzten Tetraeder einbeschrieben ist.

Stellen Sie die Gleichung der Kugel auf, die durch den Kreis

X*+y + 7 =& mitx +y + z = aund durch den Punkt (a¥aa) geht. Hinweis: Die
gesuchte Gleichung muss die Form

XC+y?+Z2-a+1 (x+y+z-a) =0haben.

Stellen Sie die Gleichungen der drel zylindrischen Flachen auf, die der Kugel
x? + y? + 7% - 2ax = 0 umbeschrieben werden kénnen, wenn die Erzeugende jeweils zur
x-Achse bzw. y-Achse bzw. z-Achse parallel verlaufen soll.
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Gesucht sind Mittel punkt und Radius des Kreises x* + y* + z2 = 10y mit
X + 2y + 2z - 19 = 0. Hinweis. Der Mittelpunkt des Kreises ist die Projektion des
Kugel mittel punktes auf die Ebene.

Stellen Sie die Gleichung der Menge aller Punkte auf, die doppelt so weit vom
Koordinatenursprung entfernt sind wie vom Punkt (0%23%0).

Erlautern Sie die geometrische Bedeutung der Gleichungen

a) 4 -y*=0 e x*+xy=0
b) 4x* +y*=0 f)y*-16=0
O)X+y+2x+2=0 g) X?-3xy +2y*=0

d)x*+y*-6x-8y+25=0

Von Polarkoordinaten zu Kugel- und anderen K oordinaten

Auf drei geradlinigen Wegen gehen drei  FuRganger mit konstanten
Geschwindigkeiten. Zeige, dass sie hdchstens zweimal in einer Linie sein kénnen,

wenn sie am Anfang nicht in einer Linie gewesen sind.

ABCD sei ein beliebiges (raumliches) Viereck; die Seiten a, b, ¢, d haben die Mitten
P, Q, R, T. Beweise: PQRT ist ein Parallelogramm.

Beweise: Mit den Seitenhalbierenden eines Dreiecks kann man ein Dreeck
konstruieren.

Sind die Verbindungsstrecken der Mittelpunkte gegenlber liegender Seiten eines
ebenen Sechsecks gleich lang, dann beschrénken sie ein gleichseitiges Dreieck.
Weshalb ist die Voraussetzung ,,eben” notwendig?

Die Kanten in einer Ecke eines Tetraeders stehen paarweise senkrecht aufeinander.
Beweise: Die drei anderen Kanten bilden ein spitzwinkliges Dreieck.

Es s A;.A,,...,A, en reguldres Vieleck mit dem Umkreisradius r und dem
Mittelpunkt O. Es sei P ein Punkt auf [ OA, . Beweise:

< e 1
PA, = ‘OP -
e

Vierecksatz nach van Aubel:

Auf den Seiten eines ebenen Vierecks sind nach aulen Quadrate mit den
Mittelpunkten X, Y, Z, U zu errichten. Dann gilt XZ ist senkrecht zu YU und XZ und
YU sind gleich lang.

Die Gleichung einer Kurve lautet in Polarkoordinaten r(5 + 3 cog ) = 16. Man suche
ihre Gleichung in Bezug auf die Symmetrieachsen dieser Kurve.

Kegel

Weshalb sind in der nebenstehenden
Abbildung die Geraden a bis e parallel?
Kennen Sie weitere ebene Figuren mit
einem réumlichen Zusammenhang?
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Zeigen Sie mit Hilfe der abgeleiteten Formeln fir Kugel und Kegel, dass die
Verschneidungskurve zwischen Kugel und Kegel eine algebraische Kurve 4. Ordnung
ist. Zeigen Sie auch, dass man stets ein Koordinatensystem so finden kann, dass diese
Verschneidungskurve doppelt Uberdeckt ist, wenn der Kugelmittelpunkt in der
Symmetrieebene des Kegels liegt. Finden Sie die Art der doppelt Uberdeckten Kurve
mit Hilfe von Fernpunktbetrachtungen. Fertigen Sie Skizzen der Lagesituationen.

Ein Kreis mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung geht durch die Brennpunkte
der Hyperbel x? - y? = &. Geben Sie seine Schnittpunkte mit den Asymptoten der
Hyperbel an.

Beweisen Sie, dass das Produkt der Abstdnde eines beliebigen Hyperbel punktes von
21,2
ist.

deren Asymptoten eine Konstante —
€

Skizzieren Sie mit Hilfe ihrer Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen die Parabeln
4y =12 -x?und 4x = 12 - y? und bestimmen Sie die L &nge ihrer gemeinsamen Sehne.

Stellen Sie die Gleichung eines Kegels mit der Spitze im Koordinatenursprung und der
Leitkurve x? + y* = & mit z = c auf.

Stellen Sie die Gleichung der Flache auf, die durch Rotation der Kurve
z=x?mity = 0 erzeugt wird durch Rotation um die z-Achse.

Stellen Sie die Gleichung der Fléche auf, die durch Rotation der Geraden z =y mit x =
0 erzeugt wird durch Rotation um die y-Achse.

Stellem Sie die Gleichung der Flache auf, die durch Rotation der Ellipse
2 2

X—2 + Z—2 =1 mity =0 um die z-Achse erzeugt wird.

a C

Stellen Sie die Gleichung der Flache auf, die durch Rotation der Parabel az = x* mit y
=0 um die z-Achse erzeugt wird.

Gesucht sind die groften Kreisschnitte des Ellipsoids

2 2 2
X_ + y_ + Z_ =1.
169 25 9
Benennen und skizzieren Sie die folgenden Flachen:
aX’+y*+7°=2az f) x* = 2az
b) x* + y? = 2az ) X* = 2yz
o)X’ +7°=2az hyz=2+x*+y?
d) x*- y? = 2az i) (z-8)% = xy
e x -y =7 ) (E-297+4z-2) =y
Welche Kurven werden durch folgende Gleichungen 2. Grades bestimmt?
a)xy=0 f)x*+y?+1=0
b) x*-y*=0 0) 3% -2xy +3y*-2x+2y +1=0
0 (x-y)?=0 h) x>+ 6xy +y*+6x+2y-1=0
d) (x-y)?-3(x-y)+2=0 )X+ 2xy +y?+2x-2y-1=0
e x*+y*=0

Man bestimme die Gleichung der Kurve 2. Ordnung, die durch die Punkte (1%4), (2¥2
1), (1%22), (-1¥4) und (3/9) verlauft.

Man ermittle die durch die Punkte (3%4), (2¥4), (-7%4), (-2v/9) und (0v4l) festgelegte
Kurve 2. Ordnung.
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Stellen Sie die Gleichung einer Kurve 2. Ordnung auf, die den Punkt (1¥2) zum
Mittelpunkt hat und durch den Koordinatenursprung sowie durch die Punkte (0%#4)
und (1¥21) geht.

Ein Wirfel, dessen Mitelpunkt sich im Koordinatenursprung befindet, drehe sich um
die auf der z-Achse gelegene Diagonale, deren Lange 2a sei. Man ermittle die
Gleichungen der Flachen, die die Kanten des Wrfels beschreiben.

Man ermittle die Flache 2. Ordnung, auf der die Kreise z = 0 mit
X*+y?-1=0,z=1mitx*+y*-3=0und z=2 mit x* + y* - 5= 0 liegen.

Man ermittle die allgemeine Form derjenigen Gleichungen 2. Grades, die nur von den
Koordinaten des Punktes (24/4%4) erflllt werden.

Man ermittle die gemeinsame Gleichung fur die Ebenen
X+2y-z+1=0undx-y+z+1=0.

Man ermittle die Schnittgeraden der Ebene x + y + 2z + 5 = 0 mit dem Kegel der
Gleichung z° - 2xy - 4x - 2y + 2z-3=0.

Durch die Punkte (0%22%2) und (-1¥9%%) sind Ebenen zu legen, die den Kegel
x? + y? = 7% in Parabeln bzw. in Ellipsen schneiden.

Man suche die Gleichung der Kegelflache, auf der die Kreise x = 0 mit
y? + 7°- 2az = 0 und z = O mit y* + z° = 2bx liegen.

Man bestimme den geometrischen Ort der Mittel punkte aller Kugeln von gegebenem
Radius, die ein elliptisches Paraboloid in Kreisen schneiden.

Definition und Koordinaten der Stereographischen
Projektion

Die komplexe Zahlenebene, die an die Kugel mit dem Durchmesser 1 in deren Stidpol
Tangentialebene ist, wird durch Stereographische Projektion vom Nordpol aus
abgebildet. Wo liegen auf der Kugel die Urbilder

a) der Punkte 1,1, -1, -i, z=x +iy;

b) der Punkte mit ¥&v2< 1, V2= 1, Y&¥2> 1,

¢) der Punkte mit einem Realteil, der groRer, gleich oder kleiner as null ist, mit einem
Imaginarteil, der groRer, gleich oder kleiner als null ist;

d) der Kreise ¥z%= const.;

€) der Nullstellen von arc z = const.

Gegeben sind eine Kugel [K] (Mittelpunkt M und Radius r = 50 mm) und in ihrer
horizontalen Aquatorebene (- Grundrissebene) die Punkte A, B und C. Es seien
M’ (120%4.20), A(90100), B(110%460), C(-¥210) Blattkoordinaten, die auf die linke
untere Ecke eines DIN-A4-Hochformats bezogen sind. C liegt auf der Geraden M’'B.
A, B, C sind die Bilder der Ecken A, B, C eines sphérischen Dreiecks auf [K] bei
Stereographischer Projektion vom hochsten Kugel punkt N aus auf die Grundrissebene.
Man bestimme;

1. die stereographischen Bilder der Seiten des sphérischen Dreiecks A, B, C mit der
Grundlinie AB =¢;

2. das Bild x des GroRkreises von [K] durch B, der mit AB b = 60° einschlief3t. Dabei
liege b auf¥erhalb von ¢ und innerhalb von x;

3.° das Bild X auRerhalb ¢ des Punktes X auf dem Grofkreis x, fur den gilt: Die
Flache des Dreiecks ABX ist gleich der Fléache des Dreiecks ABC.
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Die Kugel mit dem Durchmesser 1 wird von ihrem Nordpol aus stereographisch auf
die Tangentialebene (gleich der (x¥)-Ebene im Siidpol abgebildet. Der Ursprung sei
der Berhrpunkt. Welche Urbilder haben

a) eine Schar paralleler Geraden,;

b) Bild und Urbild einer Spiegelung an der x-Achsg;

¢) Bild und Urbild einer Spiegelung an der y-Achse;

d) Bild und Urbild einer Spiegelung am Einheitskreis;

€) ein beliebiges geradliniges Dreieck?

Gib u. U. auch Koordinaten an.

Die Kugel vom Durchmesser 1 wird von ihrem Nordpol aus stereographisch auf die
Tangentialebene in ihrem Stidpol abgebildet. Welche Bilder haben

a) einen Halbmeridian von der Léngel , einen Breitenkreis der Breite b;

b) zwei diametrale Punkte der Kugel;

c) die grofdten Kugelkreise;

d) ein gewohnliches sphérisches Dreieck.

Welches Bild hat

€) der sphérische Mittelpunkt M, eines Kreises auf der Kugel;

f) die Schar grofter Kugelkreises durch einen Kugelpunkt P?

Die Erdkugel (Radius 6370 km) wird stereographisch im Mal3stab 1:100 Millionen
vom Siidpol aus auf die Aquatorebene abgebildet. Hierbei ist das Folgende in mm-
Blattkoordinaten und gemessen von der linken unteren DIN-A4-Zeichenebene im
Hochformat angegeben:

Bild N des Nordpols (85¥85), der Nullmeridian sei senkrecht.

Um die Konstruktion ausfilhren zu koénnen, ist ein Hilfsaufriss erforderlich, dessen
Nordpol N* die Blattkoordinaten (125%280) hat.

In der Karte sind einzuzeichnen mit (j ;1)

der nordliche Polarkreis (66,5°%-);

Muinchen (mit Konstruktionsangaben) (48°% 11,5°6);

Dar es Salam (-7°,39°);

Tokio (35,5%139,5°%);

San Franzisko (38°%122,5w).

Ferner ermittle man zeichnerisch die kiirzesten Flugrouten von Dar es Salam nach San
Franzisko bzw. Tokio (langs Grofkreisen);

den nordlichsten Punkt P und die wahre Lange (Bogen) der Flugroute Dar es Salam -
Tokio.

Kugelloxodrome

Schiffe und Flugzeuge halten ihren Kurs durch einen Winkel y zur Richtung, die auf
den magnetischen Nordpol weist. Die Kurve, die auf der Kugel durchlaufen wird,
wenn man einen Kurs zu konstantem y durchfahrt, heift Kugelloxodrome. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir hier an, dass der magnetische Nordpol
der Nordpol einer Kugel mit Durchmesser 1 ist, die stereographisch auf die
Tangentialebene ihres Stidpols projiziert wird.

a) Skizzieren Sie eine Kugelloxodrome.

b) Stellen Sie das stereographische Bild der Kugelloxodrome in Polarkoordinaten dar.

c) Betrachten Sie in der stereographsichen Projektion von b) die Punkte (I ;ry),
(I + o;r2), (I +21 4;r3). Welcher Gesetzmaliigkeit genligen diese Radien?

d) Weshalb nennt man wohl die Kurve von c) logarithmische Spirale?

€) Auf einer Kugel (Radius 40 mm) sei der Durchmesser SN auf der horizontalen
Bildebene P der Stereographischen Projektion senkrecht, bzw. sei der Nullmeridian
senkrecht auf der Aufrissebene; P berlihre die Kugel in S. Es sind die Punkte
P(I =45°%; j =0°) und Q(I =135°6; j =45°S) gegeben.

Man konstruiere:

1) die Stereographische Projektion von N auf P des Netzes der Meridiane und
Breitenkreise von 15° zu 15%

2) Aufriss (L)* und Stereographische Projektion (L) von N auf P der von P aus durch
Q gehenden Loxodrome (L) beziiglich des Gradnetzes auf der Kugel. Dabei gebe man



die Konstruktion an fur die Tangente an (L)" in Q.
Es seinen M*(100%200) und M(100%4L.30) die Koordinaten dieser Punkte bezogen auf
die linke untere Blattecke eines DIN-A4-Hochformatsin mm.

tellweise o

Klausur

Schreiben Se jede Aufgabe mit IThrer Nummer auf ein eigenes Blatt, vergessen Se nicht |hren Namen darauf zu
schreiben. Fur die folgenden Aufgaben, die alle zu [6sen sind, stehen 120 Minuten zur Verflugung.

Punkte
1. Gesucht sind Mittelpunkt und Radius der Kugel mit der Gleichung x* + y? + z° = 2ax. 3
2. Bestimmen Sie die Spitze des Kegels x? + (y - &% - 2 = 0 und dessen Leitkurve in der Ebene 6
z=a
3. Stellen Sie die Gleichung des Kreises auf, der durch den Koordinatenursprung und die Schnitte 4
2
der Parabel y = X 2x+a mit den Koordinatenachsen geht.
a
4. Stellen Sie die Gleichung der Menge aller Mittelpunkte der Kreise auf, die durch den Punkt 3

A(3¥4) gehen und die x-Achse beriihren.

5.° Eine Kugel (Durchmesser 1) wird von ihrem Nordpol aus stereographisch auf die Tangential ebe-
neim Sudpol projiziert, wobel der Siidpol die Koordinaten z = 0 in der Tangential ebene habe.

5.1 Welche gegenseitige Lage haben auf der Kugel die Urbilder, wenn die Bilder
a) zwei entgegen gesetzte komplexe Zahlen z und - z sind; 1
b) zwei konjugiert komplexe Zahlen sind;

=

¢) zwel zum Einheitskreis spiegelbildlich komplexe Zahlen z und % sind (Begrindung); 4

d) zwei reziproke komplexe Zahlen z und 1 sind; 2

€) zwel zum Einheitskreis spiegelbildliche IZ:i guren sind? 2

5.2 Bestimmen Sie rechnerisch den Kugelbereich, dessen Langen bei stereographischer Projektion 6
weniger a's 10% verzerrt werden.

6. Begrunden Sie, weshalb die Stereographische Projektion winkeltreu ist. 3

Hilfsmittel: Zeichengerét, Taschenrechner, Formel sammlung, Manuskript.



L 6sungen

Im Folgenden werden nur Lésungen solcher Aufgaben dargestellt, die schwer sind oder bei denen zusétzlicher
Stoff zum Lésen erforderlichist. Eswird dabei vom Kenntnisstand des L ehrers ausgegangen.

Zulll?
2
Die gegebene Kreisgleichung x? + y? + ay =0 wird umgeformt zu x> +%y+39 = aT' Darausfolgt der
Kreismittel punkt M (0] - —) Auf die gegebene Gerade y =- 2x + 2awirdvon M ausdasLot y, = lx— %
geféllt. Der Schnittpunkt von Lot und Geradeist - 2xg +2a —% Xg - 3 ia = %xs Also folgt
der Schnittpunkt S(a0). Der gesuchte Abstand ist SM = 1/ = [al,[1+ |a|\/_
Zullls
Wegen der Ebenen x =0, y = 0 und z = 0 gilt fir den Kugel mittel punkt M (my|mg|mg):
[my] = |my| = |ms|. Wegen der Lage der 4. Ebene gilt: M (m[-m|m) mit m>0.
&3 6 &30
Der Vektor a 2. steht auf der 4. Ebene senkrecht. Ein Lot durch M hat die Parameterform >\£ = I\Ill +k S 2.
6 & 6 &
und schneidet die Ebenein 3(m+3k) - 2(-m- 2k) + 6(m+6k) - 18 = 0P 3m+ 9k + 2m + 4k + 6m + 36k
~18=0 b 1lm+4%- 18 =0 b k:%.
Fur den Schnittpunkt L des Lotes durch M mit der 4. Ebene gilt also:
Lot 18ﬁ-m-fg_llm m+618- 1m0 o A bstandvon M zu L istm. b
gmr 49 9 o
2 a2
m gam 3 llmoo +a9m_§m_218-11m92 +aam—§em+618_llm£
“\& & 9 @ & 9 &
.2 .2 .2 .2
m=|9 a8 - llmg +4x§48_ llmg +36><§48_ llmg b m=.| 49 8 - llmg
49 o 49 o 49 49
18- 11m .
m:7><4—9 P 7Tm=18-1lm P 18m =18 P m=1 P rggw=1 P Kugelglechung:

(X- 1P+ (y+1)*+(z- 1)° =

Zul.l.28
Nach Seite 7 dieses Heftes gilt r=+/x* +y? und cosj =~ = —>
T

Aus r(5+ 3cosj ) = 16 folgt hiermit:
5r + 3r cosj = 16

54/x2 +y2 +3x = 16
5x2 +y2 = 16- 3x

25(x% + y?) = 16- 96x + 9x?



16x% + 96x + 25y° = 16°

x2+6x+§y2 = 16
16
(x+3)2+§y2 =16+9
16
2 2
(x*37 ¥

Zul3l

Die Losung findet man auf Seite 13 dieses Heftes. Gelegentlich kann man in der Geometrie eine ebene Aussage
begriinden, indem man sie rdumlich interpretiert. Beispiele hierfir sind die Séze von Desargues, Pappos,
Miquel, der vorliegende Satz und andere.

Zul.3.2

Kegel und Kugel sind algebraische Flachen 2. Ordnung. Deshalb haben sie eine Verschneidungskurve der
Ordnung 4. Existiert eine Symmetrieebene, so muss diese Kurve eine Projektion 2. Ordnung haben, die man
mittels ,, Aufblasen, ,Schrumpfen“ bzw. Verschieben der Kugel (hierbei @ndern sich die Fernpunkte der
beteiligten Flachen und damit der Verschneidungskurve nicht) Uber die Fernpunkte des Bildes im Randfall
bestimmen kann. Die Veranderung geschieht in alen Féallen so, dass der Kugel mittel punkt auf der Symmetrie-
ebene des Kegels zu liegen kommt und die Kugel in eéinem Punkt den Kegel berlhrt.

In den folgenden Zeichnungen sind die hierbel auftretenden Randfélle jeweils links dargestelt:

Der Rotationskegel schneidet sich mit der ihn beriihrenden Kugel in einem Kreis, der sich als Strecke in der
Uberdeckung zeigt. Also gibt es einen reellen Fernpunkt, der dann in der allgemeineren Lage rechts zur
Richtung der Parabelachse fiihrt.

Offen bleibt hierbei, wie man den Parabelscheitel findet. Doch kann der Schiler bel EinfUhrung eines
Koordinatensystems, wobei die eine Achse in Richtung der Parabelachse angesetzt wird, und Vermessens der
bekannten Punkte, an denen sich die Umrisse von Kugel und Kegel offenbar schneiden, die Scheitelkoordinaten
berechnen.

Konstruktiv 16st man das Problem mit einem Punktverfahren der Darstellenden Geometrie wiederum im
Randfall, bei dem das Punktverfahren gerade noch eine Losung ergibt.

L etzteres konnte im Seminar aus Zeitgrinden aber auch wegen fehlender Kenntnisse nicht durchgefiihrt werden.



Die linke Zeichnung zeigt eine den Kegel berihrende Kugel, deren Schnitt mit dem Kegel zwei Kreise sind, die
man als Strecken in der Uberdeckung sieht. Deshalb gibt es zwei reelle Fernpunkte fiir die Verschneidungskurve,
also auch im rechten Fall. Es handelt sich rechts also um Hyperbelstiicke, deren Asymptotenrichtungen aus der
linken Zeichnung folgen.

Wiederum hat man das Problem des Auffindens der Scheitel oder des Mittelpunktes der Hyperbel. Es gibt
wiederum die bereits oben angedeuteten Lésungsmoglichkeiten. Bel der Berechnung wahlt man die
Koordinatenachsen in Richtungen der Winkelhalbierenden der Asymptoten. Parallelverschiebungen spielen
hierbei eine untergeordnete Rolle.

Auf eine Anwendung wurde im Seminar verzichtet.

Zul.3.6
Fir die Mantellinien gilt: x =1t y= +va*- t* ; z= | c. Ausder letzten Gleichungfolgt | =<, also
Z
Z X3C . Z 2 X2C2 2 Z2 2 2
x==x; t=—— Damiterhdtman y=x+—,/a”-—— oder y°=—a"-x",as
C Z C Z Cc

AP = 28 - AP,

2 2 2

(% +y?) - 2% = 0 und damit X +2y _z_2:0_
a Cc

Zul3.11

Anschaulich liegen die gréfiten Schnittkreise so, dass sie ihren Mittel punkt im Mittel punkt des Ellipsoids
haben. Also liegen sie auf einer Kugel [K] mit x* + y* + z° = r? um den Ellipsoid-Mittel punkt. Nachdem es nur
Scharen von Kreisen in Parallelebenen gibt, liegen die jewells groften auf der Kugel [K], die dann aus
Symmetriegriinden das Ellipsoid beriihren muss in gegentiberliegenden Punkten. Kugeln mitr =13 undr =3
schneiden aber das Ellipsoid nicht; also bleibt nur der Schnitt mit r = 5. Also liegen die groften Kreisschnitte
auf der Kugel x? + y? + 22 = 5%, Der Schnitt in der x-z-Ebene der Gleichung y = 0 ergibt mit dem Ellipsoid

2 2 2 2 2
lx? +;—2 =1 und mit der Kugel x* + z* = 5% Hieraus folgt: lx? + 53—2 =1 b 3*+13%°- 13 =

13?3 b - 160x* = - 2704 b x? = 16,9. Damit folgt:

2 2
22:52_)(2:8,]_ p X_:@:@:Q p




9x = 13z oder 9x = - 13 z sind die Ebenen der grofiten Kreisschnitte.

Zu1.3.12 a)

XC+y*+27%- 2az =0

XC+y+72- 2az+d = &

X +y*+(z- a)?- 2az = &,

d.h. es handelt sich um eine Kugel mit dem Mittelpunkt M(0|0ja) und dem Radius |a|.
Die anderen Beispiele gehen analog.

Zu1.3.13 h)

X2+ 6Xy +y*+6x+2y- 1 =0
(x+@y+3)°- By +3)*+y*+2y- 1= 0
Koordinaten-Wechsel: x =x+3y+3 b
X2- 9y?-18y- 9+y2+2y- 1
x2- 8y?-16y - 10

x2- 8(yP+2y+1) - 2 =
x2- 8(y+1)7> -2 =
Koordinaten-Wechsal: § =y+1 b
x2-8y2=2

-2

X -2
2 o4y =1
54

o O O o

_ _ & ¢
Koordinaten-Wechsel: $=x und $=2y P 5 T:I

Es handelt sich also um eine Hyperbel. Die anderen Beispiele gehen analog.

Zul3.14

Die algemeine Gleichung einer Kurve zweiten Grades lautet:

aC+bxy+cy’+dx+ey+f=0

Setzt man die 5 gegebenen Punkte ein, so erhdt man ein lineares Gleichungssystem von 5 Gleichungen in den
6 Variablen a bis f, das gelost wird. Eine Untersuchung der Losbarkeit wird wohl hinsichtlich des
klasseniibergreifenden Unterrichts nicht moéglich sein, ist aber genau dann eindeutig moglich, wenn es sich um
5 verschiedene Punkte handelt. Das Ergebnis kann u. U. auch ein zerfallender Kegelschnitt sein. Zunéchst in
Abhangigkeit z. B. der Variablen d kann man mit Methoden, die bereits zu Beginn der Klasse 9 bekannt sind,
fur ale d finden:

-dxy +dy?+dx-2dy-3d = 0

Firr d* 0 ergibt sich dann die Kegelschnittgleichung - xy + y? +x -2y -3 = 0.

Zu13.20

Fir den erfahrenen Mathematiker ist diese Aufgabe trivial. Man darf aber nicht vergessen, dass dieser Ansatz
vom Anfanger in der Mathematik sehr viel , Uberwindung® verlangt.
x+2y-z+D(x-y+z+1) =0

Zul3.24

Man kann ein allgemeines Paraboloid, das also nicht rotationssymmetrisch ist, stets so betrachten, dass man
seine zwei Kreisscharen in zwei Biischel paralleler Ebenen sieht, also sich als zwei Scharen paralleler Strecken
projizieren. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kann man also annehmen, dass das Paraboloid die Gestalt
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x2+Dy? = Cz

mit D > 1 und ohne Beschrénkung der Allgemeinheit C > 0 hat. Die eine Schar projizierender Kreise mit
Radiusr liegt dann auf Ebenen, deren Projektion in die y-z-Ebene Strecken mit dem Steigungskoeffizienten m
tan a sind (vgl. die Abbildung). Geht man von
schneidenden Kugeln mit dem festen Radius r aus,
so gilt

r £ r und aus Symmetriegrinden sind die
Kugelmittelpunkte in der y-z-Ebene zwischen dem
~Anfangs- punkt* A und dem ,Endpunkt* B (vgl. die
Zeichnung). Der gesuchte geometrische Ort fur die
Kugelmittel punkte wird also ein Kurvenstiick in der y-
z-Ebene sein. Die Strecken liegen auf Geraden der
Form z = my + t
1)

mit ohne Beschrankung der Allgemeinheit m > 0 und t
aus[-b;¥[, wobei b > 0ist.

Der Umriss der Projektion x = O des Paraboloids hat
die Gleichung:

D
ay* = Sy' =z @)
und ist eine Parabel, wobel ohne Beschrankung der Allgemeinheit a > 0 gewahlt werden kann. Man beachte,

die Tangente t an die Parabel hat die Steigung m der Bilder der Kreisschar.

Firr die Schnittpunkte (x,%,) ergibt sichaus (1) und (2) ay’-my-t = 0 und hierausfolgt:

a mir\/m2 +4ta

yi =
2a

Der Streckenmittel punkt (y,%#,) hat dann die Koordinaten
2

_ Y1 ty, _ m ; _ I

= —=——=< = — und mit(1 = —+t.
Yo 5 2 1z, a
Die Mittel senkrechte der betreffenden Parabel sehne ist dann erfasst durch:

2a -1
m m
2a
Diese Gerade ist mit einem Kreis mit Radius r um (x,¥4/;) aso mit

2

® 2 o) 2 =2

m+4m- +4at > =] 0]
Gy. — ¥+~ +gz—m——t+:r2 4

8 2a EI e 2a I’

zu schneiden. Die Verschneidung ist eine Kurve 2. Grades, also ein Kegelschnitt. Da die Gerade d (vgl. die
Abbildung) parallel zur Parabelachse verlauft (rechne dies nach), ihr Abstand zu (x,%4,) fur x; ® ¥ unendlich
grof3 wird und das jeweilige M links von d liegt, kann der Kreis um (x;%4,) mit Radius r die Mittel senkrechte
nicht mehr schneiden. D. h. der Kegelschnitt ist ohne Fernpunkt, also eine Ellipse, die Losung demnach der
Ellipsenbogen zwischen A und B. Die zweite Kreisschar eines elliptischen Paraboloids geht aus der erste durch
Spiegelung an der x-z-Ebene hervor; deshalb ergénzt sich der Bogen AB der Ellipse, wenn man ihn an der z-
Achse spiegelt.

m? +1+2at

2a ©)

oder z = - L +
m

y_

Zu 2.2.3 Der Kreisvon Lexdl

Der sphérischen Trigonometrie entnehmen wir den Satz:

Satz 1: Das sphérische Dreieck ABC mit den Winkeln a, b, g auf einer Kugel mit Radius r hat den
Flacheninhalt F(ABC) = ri(a+b+g- p).
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Sind A* und B* die Gegenpunkte der Kugelpunkte A
und B, so gilt der folgende Satz:

Satz 2 (Kreisvon Lexell): Der geometrische Ort aller
Punkte C' mit F(ABC) = F(ABC’) ist der Kreis durch
die Punkte A*, B* und C.

Beweis:

Man projiziert stereographisch die durch A, B, C
bestimmten Grofkreise des sphérischen Dreiecks von
A* ausin die Tangentialebene zu A = A und erhdlt die
2. Zeichnung, wobel S der Mittelpunkt des Kreises
durch B*CB.

Wegen der Winkeltreue der Stereographischen
Projektion zeigen sich die Winkel a, b, g in wahrer
Grole.

Nach Definition von g* gilt
g=p:2+ g* und (AulRenwinkel im Dreieck)
d=a + g Hierausfolgt: a + g=p:2+d (1)

Offenbar ist b + b* = p:2 und (AuRenwinkel)
b* + d* = d. Hierausfolgt:

p:2-b+d*=d oder

b=p:2-d+d* )

F(ABC) ist genau dann konstant, wenn nach (1) und (2)
a+b+g=p+d*=congt., asod* =const.

Alle Dreiecke SBC' sind dann ghnlich.

D. h. zwe é&hnliche Lagen gehen durch eine
Drehstreckung auseinander hervor, wobei S auf der
Mittel senkrechten von B*B liegt.

Da die Dreiecke S$BC; und S,BC, durch eine
Drehstreckung auseinander hervorgehen, sind auch die
schraffierten Dreiecke der néchsten Zeichnung éhnlich.
Deshalb laufen C; und C, auf einer Geraden, wenn dies
S, und S; tun.

Der gesuchte geometrische Ort geht deshalb als ein
Kreis durch die gegebenen Punkte C und A* (Zentrum
der stereographsichen Projektion!).

Dieser Kreis geht auch durch B*, weil esein S, so gibt,
dass das Dreieck §.BC, symmetrisch zur Geraden $;,S,
liegt, dso C, = B* ist.

Damit ist Satz 2 bewiesen.

Zu 2.6 Kugelloxodrome

a) Als Ldsung siehe die Abbildung auf Seite 31.

In

Cl

b) Die Kugelloxodrome ist nach Definiton eine Kurve auf der Kugel, deren Winkel zu alen Meridianen (bzw.
Zu deren Orthogonaltrgjektorien, den Breitenkreisen) konstanten Winkel y haben. Deshab hat das
stereographische Bild dieser Kurve stets konstanten Winkel y zum Bild der Meridiane, einem Geradenbiischel

durch S.
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In Polarkoordinaten der Bildebene bedeutet dies:

Ein Punkt P(I +DI ; r+Dr) geht aus einem Punkt P(I ; r)
durch Drehstreckung hervor (vgl. die nebenstehende
Zeichnung).

Satz 1: Das stereographische Bild der Kugelloxodrome
zum Winkel y wird durch r = a€” mit b = cot y und
beliebigem a dargestellt. a ist vom Anfangspunkt der
Kurve abhéangig.

Bewes:
Zwel benachbarte Linienelemente fihren zu einem
rechtwinkligen Dreieck, fur das offenbar

dr .
—— = b =const. ist.
rdl

D.h. man sucht eine Funktion r = r(l ), die die Differenzialgleichung r’ = br erflllt. Als Losung kennt man nur
die Funktion r = ag” . Wie die Probe zeigt, handelt es sich hierbei um eine Lésung.

FalsDl kleinist, ist die Gerade des Linienelementes in zwei benachbarten Punkten nahezu die gleiche. Aus

Mit den Bezeichnungen der Zeichnung folgt % =coty undsomit b=coty.
I

Geht das Bild der Loxodrome durch den Anfangspunkt (I o; ro), SO muss gelten
r, =axe” o Hierausfolgt a

Corollar 1: Durch jeden Punkt der Kugel gibt es zu jeder Richtung h genau eine Loxodrome.
Hieraus folgt:

Corollar 2: Alle Loxodromen zu festem y sind kongruent. D. h. insbesondere, dass éhnliche Loxodrome
kongruent sind.

Corollar 3: Jeder Punkt einer Loxodrome liegt zu jedem anderen Punkt derselben Loxodromen dhnlich. Man
sagt: Die Loxodrome ist eine selbstéhnliche Figur.

Bewels:
Vergleicht man die Punkte (0; ry), (I ; r) und (21 ; r3), so gilt
ror, = aae” =1:€” undryry = ae”:ae® =1: €, (1)

also die Selbstahnlichkeit.
Deshalb gilt auch:
Corollar 4: Die Krimmungsmittel punkte des Loxodromenbildes liegen ghnlich.

Corollar 5: Alle Kugelloxodromen bewegen sich unendlich oft um N und S. Im Grenzfall liegen diese beiden
Punkte auf jeder Loxodromen.

Corollar 4 bedeutet in nebenstehender Zeichnung:

DPOMp ~ DQOM,. D. h. in der folgenden Zeichnung gilt ryr, = ry:r,’ = 1:é” . Also giltr, =r’€”; d. h. es
gilt:
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Satz 2: Die Evolute des Loxodromenbildes (Ort der
Krimmungsmittelpunkte  bzw.  Einhillende  der
Kurvennormalen) ist ene zum Loxodromenbild
kongruente Kurve.

Hierausfolgt insbesondere,y,=y,=m=m.

Deshalb ist der Winkel MsOP ein rechter. Es gilt:
Satz 3. Sind beim Loxodromenbild die Tangenten

bekannt, so lassen sich die Kriimmungsmittel punkte
durch das Dreieck M pOP bestimmen.

c)
Satz 4. Fir die drei aufeinander folgenden Punkte (0; r,), (I ; 12) und (21 ;r3) gilt: 1, = /113

Man beachte die Willkir des Koordinatensystems.
Der Beweis folgt unmittelbar aus (1). Mit dieser Beziehung konstruiert man auch das stereographische Bild der
L oxodrome und damit die Loxodrome punkt- und tangentenwei se (siehe die Abbildung auf Seite 31).

d)
Definition: Das stereographische Bild der Loxodrome heifdt logarithmische Spirale.

Begr indung fur diese Namengebung:

Jede Funktion y = log x fuhrt auf die Eigenschaft des Satzes 3.

Alle x; seien positiv.

Flr irgendeine Logarithmusfunktion sei log X, - log x; = log X»:x1 = :b. X3 werde so gewdahlt, dass
log X3 - log X; = log X3:X; := 2b. Dann gilt

X X
log. |23 =1log 22 und wegen der Eineindeutigkeit des Logarithmus folgt . |— = —2 . Mit positivem x, folgt
Xy X

X X
VX(Xy =X, .

€) Esfolgen Konstruktionshinweise fir die folgende Zeichnung:
- Zeichne im Aufriss die Breitenkreise und in der Stereographischen Projektion die Breiten- und Langenkreise.

- Es werden im Aufriss die gegebenen Punkte P und Q eingetragen und die dazugehérigen Stereographischen
Projektionen konstruiert. Mit Hilfe von Satz 3 werden Zwischenpunkte der Stereographischen Projektion
ausgerechnet und in den Aufriss Ubertragen (Konstruktionsangaben findet man fir R).

- Die Tangenten der Stereographischen Projektion werden experimentell gefunden.
Man kann den Winkel y auch berechnen:

Aus neben stehender Zeichnung folgt:

x =0,5(180° - (90°-j ) = 0,5(90° +j )

Wie bisher seien (r;l ) die Polarkoordinaten der lo-
garithmischen Spirale. R sei der Kugelradius; dann gilt:
r=2Rtan x = 2R tan 0,5(90° +j ) = ae” .

Fir zwei verschiedene Punkte der logarithmischen
Spiraefolgt so:

. \
tani90 5 1 R
Y — Al 1)
r:r, = T—p]z =€ 1 9
tan———— P
2
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Wegenb =coty folgt:

y :arccot(l

tan
In 9002 -
+
tan 12
2
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o

Mit den Werten (45°w;0° und (135°6;45°%) fur (I ;j ) findet many = 74,328°.
- Man dreht Q im Aufrissin eine Randlage, in der die Tangentialebene an die Kugel projizierend ist und erhélt
eine Hohenlinie h derselben in der Stereographischen Projektion. Man beachte: Bei Stereographischer

Projektion sind die Punkte von P fix.
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Hinweis:

Automatische Steuerungen von Schiffen und Flugzeugen basieren auf einer Ausrichtung nach einem Kompass,
d. h. man fahrt bzw. fliegt weitgehend Iangs Loxodromen. Die Automatik muss nur rechtzeitig Kurskorrekturen
dahingehend vornehmen, dass immer wieder die Loxodromen gewechselt werden. Hierzu wurde an einer Kugel
auseinander gesetzt, dass der Flug langs eines Grofkreises der kirzeste (Geodéatische) ist, wie mit einem
gespannten Faden gezeigt werden konnte. Deshalb wechselt die Flugrichtung laufend, z. B. wird ein Flug von
Munchen nach New York als Flug nach Norden begonnen, irgendwann Westrichtung zeigen und schliefdlich
nach Sudwesten New Y ork ansteuern.

Zur Klausur Aufgabe 5:

Gerade bel dieser Aufgabe zeigte sich sehr deutlich, ob ein Schiler genau die Aufgabe beantwortete oder in
deren Umfeld weitere Antworten gab. Inshesondere waren keine Begriindungen gefragt. Aus diesem Grund
werden hier nur Antworten angegeben:

5.1 a) Die Urbilder gehen durch Spiegelung an der NS-Achse auseinander hervor.

5.1.b) Die Urbilder gehen durch Spiegelung an der Ebene hervor, die Gber der Realachse der komplexen Ebene
senkrecht steht.

5.1.c) Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kann man
den Punkt P auf der Kugel auf deren Umriss u sehen.

P
Zum Bild P des Kugelpunktes P gehért bei Inversion a <
am Kreis der Punkt R, den man via Q Uber die t
Tangente PQ an den Einheitskreis a erhdlt. a ist das m R
stereographische Bild des Kugeldguators a. Q erhalt
man Uber den Thaleskreis t durch die Punkte S, P und S

Q, aso ist dieser das stereographische Bild von t.
Andererseits liegt Q auf der Verbindung RQ = ¢, einer
Geraden, die paralel zu mist, deren Urbild alsomin N
berdhrt und durch R geht.

Da Q nach Konstruktion auf dem Aquator und den
Kreisen c und t liegt, ist das zu sehende Dreieck SNQ
gleichschenklig. Deshalb liegen P und R symmetrisch
zur projizierenden Ebene von a

Man beachte: Zur Begriindung wurde nur die Kreis-
treue der Stereographischen Projektion verwendet.

5.1.d) Das Reziproke von z ist das konjugiert Komplexe des Spiegelbildes von z am Einheitskreis; deshalb
muss bei den Urbildern auf die Spiegelung an der Aquatorebene eine Spiegelung an der Ebene, die senkrecht
auf der Realachse ist, folgen. D. h. die Urbilder gehen auseinander hervor durch Spiegelung an der
Schnittgeraden dieser beiden Ebenen.

5.1.e) Nach 5.1.c) gehen die Urbilder durch Spiegelung an der Aquatorebene auseinander hervor.

5.2 ist ohne Hilfsmittel, die die Differentialgeometrie zur Verfligung stellt, nicht streng |6sbar. Wenn die Frage
trotzdem gestellt wurde, so sollte Uberpruft werden, wie sich der Schiler zu helfen weil3, bzw. ob er die
eigentliche Problematik erkennt. Ohne Probleme kann man den Radius des Randkreises eines Gebietes um den
Sldpol ausrechnen, in dessen Innerem eine als 10% geringere Verzerrung auftritt. Streng genommen miisste
man jetzt zwischen beliebigen Punkten im Inneren die dazwischen liegenden Grof3kreisbdgen ausrechnen und
mit den entsprechenden Kreisbégen der Stereographischen Projektion vergleichen. Der Rechenaufwand ist
grof3, wenn keine Differentialgeometrie zur Verfligung steht.
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Es wurde erwartet, dass der Schiller die Notwendigkeit des Beweises erkennt und einige Bemerkungen hierzu
schreibt.
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